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NOTA SOBRE LA PRESENTE TRADUCCIÓN

La presente traducción sigue la edición de J. L. Heiberg 
y H. Mengue, Euclidis Opera omnia, vols. I-IV, Leipzig, 
1883-1886. Como en el volumen anterior, pongo entre pa
réntesis aquellas palabras o frases que no aparecen en el 
texto griego y que considero necesarias para la comprensión 
del mismo.

Por otra parte, dada la importancia de la formulación 
original de la relación de proporción hos... hoútos: «como... 
es a..., así... es a...», mantendré esta traducción, a pesar de 
que en castellano su forma más frecuente es: «...es a... 
como... es a...».

Conste, en fin, mi agradecimiento a Luis Vega por su 
colaboración en las notas.





LIBRO QUINTO

DEFINICIONES

1. Una magnitud es parte de una magnitud, la menor de
la mayor, cuando mide a la mayor1.

2. Y la mayor es múltiplo de la menor cuando es medida
por la menor.

3. Una razón es determinada relación con respecto a su
tamaño entre dos magnitudes homogéneas2.

1 Méros «parte» se utiliza en los Elementos en dos sentidos: a) el más 
general de la noción común 5: «El todo es mayor que la parte»; b) como 
aquí, con el significado más restringido de lo que hoy llamaríamos «sub
múltiplo» o «parte alícuota». En este mismo sentido se utiliza en VII, Def. 
3, cuya única diferencia con esta definición es el uso de «número» en 
lugar de «magnitud».

Aristóteles, Metafísica 1023b 12, hace la siguiente precisión: «Se llama 
parte en un sentido aquello en que puede ser dividida una cantidad (pues 
siempre lo que se quita de una cantidad en cuanto cantidad se llama parte 
de ella: por ejemplo se dice que dos es en cierto sentido parte de tres) y en 
otro sentido (se llama parte) sólo a aquellas de entre ellas que miden al 
todo».

La noción de medida y la relación de medir a (y ser medido por) que
dan indefinidas.

2 Schésis katá pélikóléta «relación con respecto a su tamaño». El sen
tido más común de pélikos es «cuán grande» referido con frecuencia a la
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4. Se dice que guardan razón entre sí las magnitudes que, 
al multiplicarse, pueden exceder una a otra3.

edad. Nicómaco distingue entre pélikos referido a magnitud y posos refe
rido a cantidad. Jártiblico, a su vez, establece la diferencia entre pélicon, 
que es continuo, como objeto de la geometría, y posón, que es discreto, 
como objeto de la aritmética. Tolemco habla del «tamaño» de las cuerdas 
de un circulo. Simsun traduce por «magnitud»; De Morgan prefiere una 
interpretación como «cuantuplicidad». «Tamaño» me parece la más acor
de con el uso griego.

Por otro lado, Hankel y Simson, siguiendo a Barrow (Lecliones Canta- 
bngienses, Londres, 1684, Lect. III de 1666), piensan que esta definición 
es demasiado general y vaga, tiene un aire de noción más filosófica que 
matemática y apenas desempeña ningún papel en la teoría euclídea de la 
proporción. Hankel la considera además sospechosa por el uso de kalá 
pélikótela, ya que esta expresión sólo aparece otra vez en VI, Def. 5 
(pélikótétes). Simson sugiere la posibilidad de que sea una interpolación 
debida a un editor «menos inteligente que Euclides» (Simson, Los seis 
primeros libros y  el undécimo y duodécimo de los Elementos de Euclides, 
págs. 308-309. Por lo demás, aparece en todos los manuscritos y no hay 
suficientes razones para no considerarla genuina.

Lógos, por otra parte, se aplicaba en principio a «razón» únicamente 
entre conmensurables frente a álogos «inconmensurable». En el libro V de 
los Elementos adquiere un sentido más amplio que abarca la razón de 
magnitudes tanto conmensurables como inconmensurables, pues ambas 
tienen la posibilidad de exceder una a otra cuando se multiplican.

Entre las definiciones 3 y 4, dos mss. y Campano insertan las siguien
tes palabras: analogía dé hé ton lógón tautólés, «proporción es la igualdad 
de razones». Se trata de una interpolación postenor a Teón sacada de las 
obras de aritmética. Aristóteles habla de proporción como «igualdad de ra
zones» en Ética Su omáquea V 6, 1131 a31, pero está claro que se refiere 
a números.

Los intérpretes de la teoría euclídea de la proporción han tomado 
esta definición en diversos sentidos. Hay quienes la han visto como una 
generalización de la relación de razón entre magnitudes homogéneas (V, 
Def. 3), capaz de cubrir tanto magnitudes conmensurables como magnitu
des inconmensurables; pero ésta es una distinción no pertinente en el pre
sente contexto. Más justo seria entender que la def. 4 excluye la mediación
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5. Se dice que una primera magnitud guarda la misma ra
zón4 con una segunda que una tercera con una cuar
ta, cuando cualesquiera equimúltiplos de la primera

de dicha relación entre una magnitud finita y otra infinita del mismo géne
ro. Hay quienes amplían esta exclusión a las magnitudes infinitamente 
grandes e infinitamente pequeñas. Es cierto que el ámbito al que se refiere 
la teoría carece de una magnitud máxima, por esta def. 4, y de una magni
tud mínima, por la proposición X 1. También cabe pensar que la matemá
tica griega «clásica» viene a soslayar así ciertos usos del infinito en un 
sentido semejante al declarado por Aristóteles: los matemáticos no necesi
tan servirse de la idea de infinito (actual); les basta considerar objetos de 
la magnitud que quieran (Física 207b30 ss.), habida cuenta de la posibili
dad de ir más allá de una magnitud finita dada, bien mediante adiciones 
sucesivas (en la línea de la def. 4) o bien mediante sustracciones sucesivas 
(en la línea de la prop. X 1).

En este punto parece obligado recordar un lema implícito en ciertas 
pruebas atribuidas a Eudoxo, que Arquímedes formulará como una asun
ción [lambanómenon] expresa: dadas dos magnitudes geométricas desi
guales (lineas, superficies, sólidos), la mayor excede a la menor en una 
magnitud tal que, añadida sucesivamente a sí misma, puede exceder a su 
vez a cualquier magnitud del mismo género que las relacionadas (Sobre la 
esfera y  el cilindro 1, lamb. 5; en Sobre espirales, la suposición se res
tringe a líneas y áreas; en Sobre la cuadratura de la parábola, a áreas). 
Así pues, cabe considerar que esta asunción de Arquímedes no se identifi
ca con la def 4, sino que en cierto modo la complementa. Euclides define 
una relación de razón entre magnitudes homogéneas en general por refe
rencia a la multiplicación; Arquímedes postula, en cambio, una condición 
precisa para ciertas clases de magnitudes homogéneas (líneas, superficies, 
sólidos) y se remite a la adición de diferencias (una referencia similar hará 
Euclides luego, en la prop. X 1). Pero así mismo cabe sospechar que el 
proceder de Euclides es una reelaboración más alejada de las primicias 
eudoxianas que la vía de explicitación directa y específica seguida por Ar
químedes.

* Por regla general, adoptaré la expresión «guardar la misma razón» 
como traducción común de las diversas formulaciones de esta relación de 
proporción que aparecen en el texto: e.g. «estar en la misma razón [en toi 
autoi ¡ógói einai]», en esta def. 5; o «tener la misma razón [ton autón
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y la tercera excedan a la par, sean iguales a la par o 
resulten inferiores a la par, que cualesquiera equi
múltiplos de la segunda y la cuarta, respectivamente 
y tomados en el orden correspondiente* 5.

6. Llámense proporcionales las magnitudes que guardan 
la misma razón6.

lágon échein]», en la def. 6. Por lo demás, la fórmula más comente en las 
proposiciones será: «como ... (es) a ..., así ... (es) a ... [hós ... pros ..., 
hoútós ... pros ...» — una variante: hotos ... pot¡ .... ka¡ ... poli .... que 
podría ser anterior, aparece en Arquitas B 2.

5 Suele considerarse que esta def. V, 5, constituye la piedra angular de 
la teoría de la proporción. Desde luego, suministra un criterio necesario y 
suficiente de proporcionalidad. Por otro lado, además de su importancia 
sistemática, lia adquirido relieve en una perspectiva histórica. No sólo po
dría ser una clave para determinar las relaciones entre el legado de Eudoxo 
y la reelaboración de Euclides; también reviste importancia a la hora de 
apreciar la suerte conocida por las versiones posteriores de la teoría euclí- 
dea misma. Por último, no estará de más adv ertir cierta diferencia entre la 
forma lógica de esta definición y la forma lógica de su aplicación habitual 
en las proposiciones demostradas por su mediación. La forma lógica de la 
def. 5 viene a ser la de una disyunción de conjunciones: siendo a, b. c, d 
unas magnitudes del dominio de la teoría, y m, n unos números naturales 
cualesquiera, se da una proporción a . b v . c . d  si y sólo si: o ((m.a > n.b) 
y (m.c > n.d)) o ((m.a = n.b) y (m.c = n.d)) o ((m.a < n.b) y (m.c < n.d)). 
Sin embargo, la forma lógica de su aplicación en la proposición Vi l ,  por 
ejemplo, corresponde más bien a una conjunción de condiciones: (si m.a > 
n.b, entonces m.c > n.d) y (si m.a = n.b, entonces m.c = m.d) y (si m.a < 
n.b, entonces m.c < n.d). Estas dos formas, de suyo, no son lógicamente 
equivalentes ni, por cierto, la primera implica la segunda. Pero en el con
texto de la teoría, devienen efectivamente equivalentes gracias a la supo
sición implícita de que las magnitudes consideradas constituyen un siste
ma de objetos totalmente ordenado.

6 Más literalmente: «llámense en proporción» (análogon kaleisthó). El 
uso de kaleisthó parece indicar que se trata de una estipulación del propio 
Euclides. Análogon es una expresión adverbial con un uso marcadamente 
especializado en matemáticas. Su sentido se corresponde con el- de la ex
presión formularia ana lógon, empleada antes de Euclides: aparece, por 
ejemplo, en el fragmento B 2 de Arquitas sobre las proporciones música-
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7. Entre los equimúltiplos, cuando el múltiplo de la pri
mera excede al múltiplo de la segunda pero el múlti
plo de la tercera no excede al múltiplo de la cuarta, 
entonces se dice que la primera guarda con ¡a segun
da una razón mayor que la tercera con la cuarta7.

8. Una proporción entre tres términos es la menor posi
ble8.

les, en Platón (e g. Fedán, 1 lOd), o en Anstóteles (e.g Meleor. 367a30 
ss.). A. Szabó: Anfánge der griechischen Mathemalik, Budapest, 1969, II 
§§ 13-16, propone algunas conjeturas filológicas e históricas de interés 
sobre el significado matemático de ambas expresiones. Euclides, por su 
parte, se sirve de análogon con cierta libertad, por ejemplo: para referirse 
a las magnitudes proporcionales en su conjunto — como en esta def. 6 o 
en la def. 9—, o para referirse a un término proporcional (a «una propor
cional») — como en las props. VI 12, 16— Por lo demás, esta especiali- 
zactón relativamente técnica de análogon no es compartida por otros tér
minos relacionados como el sustantivo analogía o el adjetivo análogos, 
que enmarcan su posible significación matemática en una gama de usos 
más amplios, dentro de un sentido general de paralelismo, corresponden
cia o semejanza.

7 Esta definición depara un criterio de no proporcionalidad y comple
ta, tras las defs. 4 y 5, el núcleo básico de la teoría euclidea. Sin embargo, 
también convendría declarar un supuesto adicional: la existencia de un 
cuarto término proporcional — obra tácitamente por ejemplo en la prueba 
de la prop. V 18, y sólo más adelante, en VI 12, Euclides se detiene a de
mostrar un caso particular: dadas tres rectas, hallar una cuarta proporcio
nal—. Si a esta suposición se añade una condición de tricotomía con
gruente con el sistema ordenado de magnitudes al que se refiere la teoría, 
Euclides puede disponer de un recurso suplementario para probar una pro
posición (í.e. que a es a ó como c es a d), a saber: la reducción al absurdo 
de las alternativas de no proporción (i.c. que la razón de a a h sea mayor, o 
sea menor, que la razón de c a d). Por otra parte, al margen de la deuda 
que la def. 5 tuviera contraída con algún criterio de proporcionalidad 
avanzado por Eudoxo, esta definición 7 parece, según todos los visos, 
original de Euclides.

! Hankel cree que la presente definición ha sido interpolada, pues es 
superflua y utiliza, contra la costumbre de Euclides, la palabra luiros para
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9. Cuando tres magnitudes son proporcionales, se dice 
que la primera guarda con la tercera una razón du
plicada de la que (guarda) con la segunda.

10. Cuando cuatro magnitudes son proporcionales, se dice
que la primera guarda con la cuarta una razón tripli
cada de la que (guarda) con la segunda, y así siem
pre, sucesivamente, sea cual fuere la proporción9.

11. Se llaman magnitudes correspondientes las anteceden
tes en relación con las antecedentes y las consecuen
tes con las consecuentes10.

14

el término de una proporción. Pero ya Aristóteles utiliza hóros en este 
sentido (Ética Nicomáquea, 1131 a31 ss.): «La proporción es una igualdad 
de razones y requiere, por lo menos, cuatro términos. Claramente, la pro
porción discreta requiere cuatro términos; pero también la continua, por
que se sirve de uno de ellos como dos y lo menciona dos veces».

La distinción entre discreta y continua parece remontarse a los pitagó
ricos (cf. Nicómaco, II 21, 5; 23, 2, 3) donde se utiliza synémméne en lu
gar de synechés. Euclides no emplea los términos díerémméné y synechés 
en esta correlación.

Por otra parte, las primeras palabras de la Def. 9, «cuando tres magni
tudes son proporcionales», que parecen referirse a la def. 8, apoyan la idea 
de que esta última es genuina.

9 Está claro que «razón duplicada, triplicada... etc.» son meros casos 
particulares de la razón compuesta, siendo, de hecho, razones compuestas 
de dos, tres, etc. razones iguales.

Los geómetras griegos llamaban razón duplicada y triplicada a las que 
son iguales, respectivamente, al cuadrado y al cubo de una razón. Euclides 
utiliza los términos diplasión y Inplasión y no dtplásios y Iriplásios por
que estos últimos se usaban frecuentemente en el sentido de razones de 2 a 
1,3 a 1, etc. En este caso, su esfuerzo por introducir rigor en la terminolo
gía tuvo un éxito sólo parcial, pues encontramos varios ejemplos de uso 
indiscriminado de estos términos en Arquimedes, Nicómaco y Papo.

Las cuatro magnitudes de la Def. V, 10, deben estar, por supuesto, en 
proporción continua aunque el texto griego no lo haga constar.

10 Utilizo «correspondientes» para verter homologa, en vez del cultis
mo «homologas» empleado en otras versiones al español. Euclides parece
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12. Una razón por alternancia consiste en tomar el antece
dente en relación con el antecedente y el consecuen
te en relación con el consecuente,l.

13. Una razón por inversión consiste en tomar el conse
cuente como antecedente en relación con el antece
dente como consecuente n.

14. La composición de una razón consiste en tomar el an
tecedente junto con el consecuente como una sola 
(magnitud) en relación con el propio consecuente n. * 12 13

estipular aquí cierto sentido técnico para un término de uso común, y a 
esta actitud quiere aproximarse la versión presente. El sentido inicialmente 
previsto por Euclides se generalizó más tarde y, a partir de Arquimedes, 
homólogos llegó a significar unos elementos geométricos (segmentos, la
dos, diámetros) que ocupan parejo lugar en dos figuras que se comparan. 
Quizás en los Elementos VI 19, 20, ya se den algunos pasos hacia esta ge
neralización.

1' A partir de aquí nos encontramos con una serie de términos que se 
refieren a diversas transformaciones de razones o proporciones. En las de
finiciones 12-17, Euclides los aplica a razones cuando describirían mejor 
proporciones, tal vez porque, al referirlas a proporciones, parecería que 
asume algo que todavía no se ha probado (cf. V 16, 7 por., 18, 17, 19 
por.).

Enalláx «por alternancia», término general que no se usa exclusi
vamente en matemáticas, lo encontramos ya en Aristóteles (Analíticos Se
gundos I 5, 74a18: kai tó análogon hoti enalláx) «y que una proporción es 
por alternancia». En términos matemáticos se podría expresar de la si
guiente forma: a : b :: c d  —> a : c :: b : d.

12 Anápatin «por inversión», término general que no se usa sólo en 
matemáticas, lo encontramos ya en Aristóteles aplicado a las proporciones 
(Del cielo I 6, 273b32). En términos matemáticos: a : b ::c: d —>6 :a ::c :d.

13 Synthesis lógou «composición de una razón» no es lo mismo que 
synkeímenos lógos «razón compuesta». Sin embargo, la distinción entre 
ambas no está clara en Euclides, que, por ejemplo, en V 17, utiliza synkeí- 
menos refiriéndose a la composición de una razón. Los geómetras poste
riores a Euclides utilizan synthénti o katá synthesin (Arquimedes) para re
ferirse a la composición de una razón en un intento de deshacer la ambi
güedad de los términos que todavía aparece en Euclides. Por otra parte los



15. La separación de una razón consiste en tomar el exce
so por el que el antecedente excede al consecuente 
en relación con el propio consecuentel4.

16. La conversión de una razón consiste en tomar el ante
cedente en relación con el exceso por el que el ante
cedente excede al consecuente1S.

17. Una razón por igualdad16 se da cuando, habiendo va
rias magnitudes y otras iguales a ellas en número

16 ELEMENTOS

verbos syntithémi y synkeimai se utilizan también como «sumar» en otros 
contextos.

Synthesis lógou en expresión matemática:
a . b w c . d  —> (a + b ) : b : : (c + d ) : d

14 Diaíresis lógou se refiere a la transformación:
a : b :: c : d —> (a -  b) : b :: (c -  d) : d

Así como la «composición de una razón» se obtenía sumando el ante
cedente con el consecuente, la «separación de una razón» se obtiene res
tando el consecuente del antecedente. Sin embargo, la palabra griega diaí
resis hace referencia a la «división» de una razón, lo mismo que dielónti 
por oposición a synthénli. Por otra parte, los términos griegos synthénti y 
dielónti dan lugar al uso de los latinos componendo y separando desde la 
Edad Media hasta nuestros días. Por todo ello, «separación de una razón» 
me parece la versión más adecuada.

15 Anastrophé «por conversión»:
a : b c : d —> a : (a -  b ) :: c : (c -  d)

La traducción al latín convertendo del participio anastrépsanti, parale
lo a synthénti y dielónti, ha sido utilizada también desde la Edad Media.

16 Di’ísou lógos parece referirse a «igual distancia o intervalo», es de
cir, después de un número igual de términos intermedios. Una vez más la 
definición se aplicaría mejor a proporciones que a razones, pero no se 
prueba hasta V 22. Por tanto, la definición sirve sólo para dar nombre a 
cierta inferencia que es de constante aplicación en matemáticas:

a : b :: A : B; b : c :: B : C...j : k : : J : K —> a : k :: A : K

La expresión di ‘Isou no aparece con frecuencia en contextos no geo
métricos (cf. empero Platón, República 617b); e incluso en estos contex
tos suele emplearse a través de la invocación o aplicación de proposicio
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que, tomadas de dos en dos, guardan la misma ra
zón, sucede que como la primera es a la última — en
tre las primeras magnitudes- -, así — entre las se
gundas magnitudes— la primera es a la última; o, 
dicho de otro modo, consiste en tomar los extremos 
sin considerar los medios n .

18. Una proporción perturbada17 18 se da cuando habiendo 
tres magnitudes y otras iguales a ellas en número, 
sucede que como el antecedente es al consecuente 
— entre las primeras magnitudes— , así — entre las 
segundas magnitudes— el antecedente es al conse
cuente, y como el consecuente es a alguna otra 
(magnitud) — entre las primeras magnitudes— , así

nes cuclideas como V 22-23. Por otro lado, no deja de llamar la atención 
la composición un tanto explicativa de esta definición: «o, dicho de otro 
modo, ...» En ella —justamente en la primera parte de esta definición no
minal de proporción por igualdad, la que precede a la versión alternativa 
en términos congruentes con las defs. anteriores— se ha visto uno de los 
posibles casos de contaminación del texto euclideo mediante la interpola
ción de ciertos teoremas en las definiciones mismas; vid G. Aujac, «Les 
définitions du livre V d’Euclide dans la collection Héronienne et dans les 
Instilutions de Cassiodore», Llull 11/20 (1988), 5-18.

17 Algunas fuentes (e.g. los mss. F, V, p; aunque no el ms. no teonino 
P) insertan a continuación una definición de proporción ordenada [telag- 
méné analogía]. Viene a ser la que existe cuando habiendo tres magni
tudes y otras iguales a ellas en número, sucede que como el antecedente es 
al consecuente — entre las primeras—, así el antecedente es al conse
cuente — entre las segundas—, y como — entre las primeras— el conse
cuente es a alguna otra magnitud, así — entre las segundas— el con
secuente es a alguna otra. La formulación original es un tanto elíptica y 
suele aparecer como una glosa al margen en los restantes mss. teoninos.

18 Tetaragméné «perturbada» se usa cuando a tres magnitudes A, B, C 
se asignan otras tres a, b, c de modo que A : B :: b : c y B : C :: a : b. Des
cribe un caso particular de la proporción «por igualdad».

1 9 1 . - 2



18 ELEMENTOS

— entre las segundas magnitudes— alguna otra (mag
nitud) es al antecedente19

Proposición 1

Si hay un número cualquiera de magnitudes respectiva
mente equimúltiplos de cualesquiera otras magnitudes igua
les en número, cuantas veces una sea múltiplo de otra, tantas 
veces lo serán todas de todas.

Sean un número cualquiera de magnitudes AB, ta res
pectivamente equimúltiplos de cualesquiera otras magnitu
des E, z iguales en número.

Ei----— i Z i------------ 1

Digo que, cuantas veces ab sea múltiplo dé E, tantas ve
ces lo serán también ab, i~a de E, z.

19 Los libros V y VI de los Elementos exponen la teoría griega «clá
sica» de la proporción. El libro V sienta unas bases conceptuales y de
ductivas, cuyo núcleo explícito podría contraerse a las definiciones 4, 5 y 
7. El libro VI muestra diversas aplicaciones entre las que no faltan réplicas 
de resultados obtenidos anteriormente en el libro I (I 47) o en el II (II 5, 
II, 14) por medios más sencillos, intuitivos y obedientes a los antiguos 
dictados de la Musa pitagórica — e.g. la aplicación de áreas—. Ahora Eu- 
clides desarrolla un legado no sólo más abstracto y refinado sino más 
reciente: el núcleo de la teoría, en especial el criterio de comparación de 
equimúltiplos del que se hace eco la definición 5, suele atribuirse a Eudo- 
xo de Cnido (fl. c. 368-365), miembro prominente de la Academia plató
nica. Hoy tenemos motivos para suponer que los matemáticos griegos del 
s. v ya habían conocido una noción numérica de razón; pero sus limita
ciones se habían hecho manifiestas a raíz del tropiezo con las magnitudes
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Pues dado que ab es equimúltiplo de e y ta de z, enton
ces, cuantas magnitudes iguales a e hay en ab, tantas hay 
también en ta iguales a z. Divídase ab en las magnitudes 
ah, hb iguales a E y ta en las (magnitudes) re, 6A iguales a 
z; entonces el número de las (magnitudes) ah, hb será igual 
al número de las (magnitudes) re, eA. Ahora bien, como ah 
es igual a e y re  a z, entonces ah es igual a E y ah, re a E, 
z. Por lo mismo, hb es igual a E y hb, eA a e, z ; por tanto, 
cuantas (magnitudes) hay en ab iguales a E, tantas hay 
también en ab, ta iguales a e , z ; luego cuantas veces sea ab 
múltiplo de E, tantas veces lo serán también ab, ta de E, z.

Por consiguiente, si hay un número cualquiera de 
magnitudes respectivamente equimúltiplos de cualesquiera 
otras magnitudes iguales en número, cuantas veces una sea 
múltiplo de otra, tantas veces lo serán también todas de to
das. Q. E. D.

inconmensurables. Hay, sin embargo, indicios que dan pie para conjeturar 
que el s. iv bien podría haber atisbado algún otro planteamiento afín al 
antiguo proceder «pitagórico», pero más comprensivo: en particular, la 
posibilidad de dar cuenta de razones y proporciones a partir de la noción 
de anthyphairesis — o antanáiresis, cf. Aristóteles, Tópicos 158b29- 
35—. (Vid., por ejemplo, los estudios de W. R. Knorr, The Evolution o f 
Euclidean Elements, Dordrecht-Boston, 1975; D. H. Fowler, «Anthy- 
phairetic ratio and Eudoxian proportíon», Archive for the History o f Exact 
Sciences 24 (1981), 69-72, y The Mathematics o f Plato ’s Academy. A New 
Reconstruction, Oxford, 1987; J. L. Gardies, L ’héritage épistémologique 
d'Eudoxe de Cnide, París, 1988). Lo cierto, en cualquier caso, es que la 
reelaboración euclídea del nuevo legado — «eudoxiano»— constituye una 
teoría de magnitudes proporcionales, al margen de su conmensurabili- 
dad/inconmensurabilidad, que pasará a la historia como «la concepción 
griega» de la proporción.

La teoría euclídea de la proporción reviste sumo interés desde al me
nos tres puntos de vista: el historiográfico, el sistemático y el de su recep
ción y transmisión posterior. Es importante, en primer lugar, para com
prender el desarrollo de la matemática griega antes de que ésta quedara
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Proposición 2

Si una primera (magnitud) es el mismo múltiplo de una 
segunda que una tercera de una cuarta, y  una quinta es 
también el mismo múltiplo de la segunda que una sexta de 
la cuarta, ¡a suma de la primera y  la quinta será el mismo 
múltiplo de ¡a segunda que la suma de la tercera y  la sexta 
de la cuarta.

Pues sea la primera (magnitud), ab, el mismo múltiplo 
de la segunda, r, que la tercera, ae, de la cuarta, z, y sea la

B HAi---- i ' . ' f  " ■ ■-----■■■> ------- -

ri------1
e e

zr-— -r* .. .;1. ... .

quinta, bh, el mismo múltiplo de la segunda, r, que la sexta, 
Ee, de la cuarta, z.

marcada por la obra de Euclides. Hoy no cabe aceptar sin reservas la ima
gen que los comentadores de Euclides — Proclo, en especial— han di
fundido de esa matemática anterior como una matemática tendenciosa
mente «pre-euclídea», llamada a encontrar su gozo y su corona en los Ele
mentos. Antes he aludido a unas nociones precedentes, como la numérica 
de razón y la anthyphairética de proporción; ahora bien, la teoría de la 
proporcionalidad del libro V de los Elementos no es tanto una culminación 
como un olvido de esos posibles antecedentes (luego recobrados de modo 
parcial y un tanto sesgado en la aritmética del libro Vil y en alguna pro
posición del libro X). La teoría generalizada de los Elementos parte de la ' 
proporción como una relación tetrádica entre magnitudes homogéneas (al
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Digo que la suma de la primera y la quinta, ah, es el 
mismo múltiplo de la segunda, i , que la (suma de) la tercera 
y la sexta, Ae, de la cuarta, z.

menos, por parejas, conforme a la def. V, 3) «a es a ó como c es a ti», 
cuya representación más adecuada sería el esquema «a . b :: c : d» en 
lugar del esquema diádico habitual «(a. b) = (c, d), y donde la noción de 
razón parece haber perdido su anterior entidad propia. Son sintomáticas la 
vaguedad alusiva de la def. 3 o las funciones más denominativas que 
operativas de otras definiciones que envuelven la idea de razón (e.g. las 
defs. V, 14-16); no faltan incluso definiciones equívocas que en apariencia 
hablan de razones cuando, en realidad, se refieren a proporciones o a 
variaciones que preservan la proporcionalidad (e g las defs. V, 12, o V, 
17). Asi pues, dos cuestiones significativas desde el punto de vista 
histonográfico son la peculiar «integración» de) concepto de razón en esta 
nueva teoría generalizada de la proporción y las relaciones entre esta 
versión «clásica» de la proporcionalidad y otras posibles alternativas mar
ginales, como la anthyphairética Una cuestión adicional es la suscitada 
por las relaciones de filiación entre el legado presuntamente original de 
Eudoxo y la teoría expuesta en los Elementos. A la luz de alguna indi
cación de Aristóteles (e.g. en Analíticos Segundos, 74a 17) y de las preci
siones adoptadas luego por Arquímedes, cabe sospechar que la versión de 
Euclides difiere de las nociones avanzadas por Eudoxo más de lo que dan 
a entender los escoliastas del libro V que lo presentan como un hallazgo o 
una invención cabal de Eudoxo mismo.

La teoría tiene, en segundo lugar, la importancia sistemática que se de
riva del intrigante juego entre sus bases expresas y sus suposiciones táci
tas. De hecho, la explicitación y la reconstrucción estructural del núcleo de 
principios (axiomas y definiciones) de la teoría han venido a ser — ya 
desde su recepción árabe— una poderosa tentación para los mejores co
mentadores del libro V. Tanto es así que un criterio tradicional de la cali
dad de una versión o un comentario de los Elementos ha sido justamente 
el grado de comprensión y de penetración mostrado con respecto a esta 
teoría. Simson, por ejemplo, en su cuidada edición de 17S6, se considera 
obligado a explicitar o añadir cuatro axiomas a las definiciones euclídeas:

«1) Las cantidades equimultípüces de una misma cantidad, o de 
cantidades iguales, son entre sí iguales.

II) Las cantidades, de las cuales una misma cantidad es equimultíplice 
o cuyas equimultíplices son iguales, son también iguales entre sí.
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Pues, dado que ab es el mismo múltiplo de r  que ae de 
z, entonces, cuantas (magnitudes) hay en ab iguales a r,

III) La multíplice de una cantidad mayor es mayor que la equimultf- 
plice de una menor.

IV) La cantidad, cuya multíplice es mayor que la equimultiplice de 
otra, es mayor que ésta» (R. Simson, ed. española, Madrid, 1774, págs. 
144-145 — vid. el listado de la «Introducción general» a Euclides, Ele
mentos I-IV (núm. 155 de la B.C.G.), VI, núm. 16— . Sobre la recons
trucción hoy establecida de su núcleo conceptual y deductivo pueden 
verse I. Mueller, Philosophy of Mathematics and Deduclive Slructure in 
Euclid's Elemenls, Cambridge (Mass.)-Londres, 1981, 3, §§ 3.1-3.2, págs. 
134-148; L. Vega, La trama de la demostración, Madrid, 1990, 4, § 4.2, 
págs. 329-330.

La teoría tiene, en fin, la trascendencia histórica que le han deparado 
las circunstancias de su recepción y transmisión, en particular a través de 
las versiones arábigo-latinas de la Edad Media. No estará de más recordar 
que la depuración de algunas interpolaciones y confusiones debidas a esta 
tradición y difundidas por la influyente edición de Campano — por ejem
plo, una definición espuria y abstrusa de «proporción continua»—, así 
como la explicitación progresiva de los supuestos operativos en la teoría, 
marcaron el desarrollo de la crítica textual de los Elementos antes de la 
— digamos— «revolución filológica» del s. xtx; las ediciones de Coman- 
dino (1572, 1575) o de Simson (1756) son brillantes muestras. Cuenta 
además con el interés añadido de haber contribuido a una incipiente ma- 
tematización de la filosofa natural a través de, por ejemplo, Bradwardine 
(en la primera mitad del s. xin) y Oresme (en la segunda mitad del s. xtv). 
E incluso, de creer a Lipschitz y a Dedekind (amén de algunos historia
dores de nuestro tiempo), no habría sido ajena a la moderna fúndamenta- 
ción de los números reales mediante la reducción de un número irracional 
a una «cortadura» en el conjunto ordenado de los números racionales, en 
la medida en que esta «cortadura» equivaldría a la que una razón entre 
magnitudes inconmensurables pudiera suponer en el contexto de la defi
nición V, 5: bastaría (según dicen esos historiadores) asociar a una rela
ción a/b irracional una partición en dos clases de números racionales m/n, 
los que son tales que mb > ma y los que son tales que mb < ma. Pero esta 
adaptación de la definición euclídea, aun siendo algebraicamente viable, 
no dejaría de ser un trasplante demasiado forzado en un marco tan alejado 
de los Elementos como los problemas de fúndamentación y reducción de 
la teoría matemática del s. xix.

22
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tantas hay también en ae iguales a z. Y, por lo mismo, 
cuantas (magnitudes) hay en bh iguales a r , tantas hay tam
bién en E8 iguales a z; asi pues, cuantas (magnitudes) hay 
en la (magnitud) entera ah iguales a r, tantas hay también 
en la (magnitud) entera Ae iguales a z; por tanto, cuantas 
veces ah es múltiplo de r, tantas veces lo será Ae de z. Lue
go la suma de la primera y la quinta, ah, será también el 
mismo múltiplo de la segunda, r, que la (suma de) la tercera 
y la sexta, Ae, de la cuarta, z.

Por consiguiente, si una primera (magnitud) es el mismo 
múltiplo de una segunda que una tercera de una cuarta y una 
quinta es también el mismo múltiplo de la segunda que una 
sexta de la cuarta, la suma de la primera y la quinta será el 
mismo múltiplo de la segunda que la suma de la tercera y la 
sexta de la cuarta. Q. E. D.

Proposición 3

Si una primera (magnitud) es el mismo múltiplo de una 
segunda que una tercera de una cuarta, y  se toman equi
múltiplos de la primera y  la tercera, también por igualdad* 20

Por lo demás, la teoría del libro V no necesita galas ajenas para brillar 
con luz propia en el contexto de los Elementos. Y bien se puede terminar 
esta desmesurada nota introductoria con lo que dice Simson como remate 
de sus anotaciones al libro V: «... concluida ya la enmienda del libro V, 
por fin de él asiento gustosísimo a la opinión de Cl. Barrow: es a saber 
‘que nada hay en toda la Obra de los Elementos inventado con mayor suti
leza, establecido con más solidez, ni tratado con más exactitud que la 
doctrina de las proporcionales’» (R. Simson, op. cit., pág. 322).

20 Como Heiberg señala, el uso de di ’isou no hace referencia aquí a la 
definición 17 de «razón por igualdad». Se trata, no obstante, de un uso su
ficientemente parejo como para justificar su empleo en este enunciado.
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cada una de las dos (magnitudes) tomadas serán equimúl
tiplos, respectivamente, una de la segunda, y la otra de la 
cuarta.

Pues sea la primera, a, el mismo múltiplo de la segunda, 
b , que la tercera, r, de la cuarta, a , y  tómense los equimúlti
plos ez , He de a, r.

Ac------ 1--------i—

B ■--------1

r

&

Digo que ez es el mismo múltiplo de b que He de a.
Pues dado que EZ es el mismo múltiplo de A que EZ de 

i , entonces, cuantas (magnitudes) hay en ez  iguales a a, 
tantas hay también en n e  iguales a r. Divídase ez  en las 
magnitudes ek, kz iguales a a, y He en las (magnitudes) ha, 
ao iguales a r. Entonces el número de las (magnitudes) ek., 
kz será igual al número de las (magnitudes) ha, Ae. Y 
puesto que a es el mismo múltiplo de b que r  de a, mientras 
que ek es igual a a y ha a r , entonces ek  es el mismo múl
tiplo de B que ha de a. Por lo mismo KZ es el mismo múlti
plo de B que A0 de a. A sí pues, dado que la primera, EK, es 
el mismo múltiplo de la segunda, B, que la tercera, ha, de la 
cuarta, a, y la quinta, kz, también es el mismo múltiplo de 
la segunda, B, que la sexta, A0, de la cuarta, a; entonces la 
suma de la primera y la quinta, e z , es también el mismo 
múltiplo de la segunda, B, que la (suma de) la tercera y la 
sexta, He, de la cuarta, a [V, 2],

Por consiguiente, si una primera magnitud es el mismo 
múltiplo de una segunda que una tercera de una cuarta, y se 
toman equimúltiplos de la primera y la tercera, también, por 
igualdad, cada una de las dos (magnitudes) tomadas serán 
equimúltiplos, respectivamente, una de la segunda y la otra 
de la cuarta. Q. E. D.

Proposición 4

Si una primera (magnitud) guarda la misma razón con 
una segunda que una tercera con una cuarta, cualesquiera 
equimúltiplos de la primera y  la tercera guardarán la 
misma razón con cualesquiera equimúltiplos de la segunda 
y  la cuarta respectivamente, tomados en el orden corres
pondiente.

Pues guarde la primera (magnitud), a, la misma razón 
con la segunda, B, que la tercera, r, con la cuarta, a, y 
tómense los equimúltiplos e, z de A, r, y otros equimúltiplos 
tomados al azar21 h, 0 , de b, a. aa

Digo que como E es a H, así z e s a 0 . |
Pues tómense los equimúltiplos K, a de E, z, y otros 

equimúltiplos tomados al azar, M, n  de H , 0 .

Dado que E es el mismo múltiplo de A que z  de r, y se 
han tomado los equimúltiplos K, a de E, z, entonces K es el 
mismo múltiplo de a que a de r [V, 3]. Por lo mismo m es el 
mismo múltiplo de B que n de aa Ahora bien, puesto que a 
es a b como r a  a , y se han tomado los equimúltiplos K, a  de

21 La versión tradicional de há étychen por «cualesquiera» seria pro
blemática en ciertos casos y encubriría el tono informal — desde el punto 
de vista lógico— del texto gnego original. Por ello opto por la traducción 
«al azar».
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a, r y otros equimúltiplos tomados al azar m, n de B, A, en
tonces, si K excede a m, a también excede a N, y si es igual,

Ai----------1

-------- >

El-------  — -----1--- •

H i------ — — ----¡-i

K i-------------------- 1-------------------- 1

M'-------------------- ----------------------1-------------------- 1

r -------- -

A ■----- •

Z i-------- --------------- .

0i-----1------ -------1

A i.......... ....... ........*-—>■■■................

N '-------- ----- — -----------------------------i--------- ------------- -

es igual, y si menor, menor [V, Def. 5]. Ahora bien, K, a son 
equimúltiplos de E, z, y M, n otros equimúltiplos tomados al 
azar de H, e; por tanto como E es a h, así z a e  [V, Def. 5].

Por consiguiente, si una primera (magnitud) guarda la 
misma razón con una segunda que una tercera con una 
cuarta, cualesquiera equimúltiplos de la primera y la tercera 
guardarán la misma razón con cualesquiera equimúltiplos 
de la segunda y la cuarta respectivamente, tomados en el 
orden correspondiente. Q. E. D.
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Proposición 5

Si una magnitud es el mismo múltiplo de otra que una 
(magnitud) quitada (a la primera) lo es de otra quitada 
(a la segunda), la (magnitud) restante (de la primera) será 
también el mismo múltiplo de la (magnitud) restante (de la 
segunda) que la (magnitud) entera de la (magnitud) entera.

^fPues sea la magnitud ab el mismo múltiplo de la (mag
nitud) ta que la (magnitud) quitada ae de la (magnitud) qui
tada T7  ^  n  ^ k )tadarz. .."¡y ftS = «CfA) i

Digo que la (magnitud) restante eb será también el mis
mo múltiplo de la (magnitud) restante za que la (magnitud) 
entera ab de la (magnitud) entera i a.

Así pues, cuantas veces sea AE a >— ■---->— £--» ■—b
múltiplo de rz, tantas veces lo sea r z 
EBderH22.

Y dado que ae es el mismo 
múltiplo de rz que eb de Hr, entonces ae es el mismo 
múltiplo de rz que ab de hz [V, 1], Pero se ha asumido23 
que ae sea el mismo múltiplo de rz que ab de ta. Por tanto, 
ab es el mismo múltiplo de cada una de las dos 
(magnitudes) hz, í a; luego hz es igual a ta. Quítese de 
ambas rz; entonces la restante Hr es igual a la restante za. Y 
puesto que ae es el mismo múltiplo de rz que eb de Hr, y

22 Esta manera de expresar la construcción podría dar a entender que 
rtt es una magnitud dada, mientras que EB debe ser hallada de modo que 
sea igual a cierto múltiplo de rtt. Sin embargo, EB es la que ha sido dada y 
n t la que hay que hallar. Es decir, que ni debe ser construida como un 
submúltiplo de EB.

23 Keítai más literalmente: «se ha puesto».
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nr es igual a az, entonces ah es el mismo múltiplo de rz 
que eb de za. Pero se ha supuesto que ae es el mismo 
múltiplo de rz que ab de ia , por tanto eb es el mismo múlti
plo de za que ab de ta. Luego la restante (magnitud) eb 
también será el mismo múltiplo de za que la (magnitud) 
entera ab de la (magnitud) entera ta

Por consiguiente, si una magnitud es el mismo múltiplo 
de otra que una (magnitud) quitada (a la primera) lo es de 
otra quitada (a la segunda), la (magnitud) restante (de la 
primera) será también el mismo múltiplo de la (magnitud) 
restante (de la segunda) que la (magnitud) entera de la 
(magnitud) entera. Q. E. D.

Proposición 6

Si dos magnitudes son equimúltiplos de dos magnitudes 
y  ciertas (magnitudes) quitadas (de ellas) son equimúltiplos 
de estas (dos segundas), las restantes también son o iguales 
a las mismas o equimúltiplos de ellas.

Pues sean dos magnitudes ab, ta equimúltiplos de dos 
magnitudes e, z, y sean las (magnitudes) quitadas ah, re  
equimúltiplos de las mismas E, z.

Digo que las (magnitudes) res- 
A1 1 1 1B tantes hb, ©a también son iguales a
e i— -i E, z  o equimúltiplos de ellas.

Pues sea en primer lugar hb 
k í—I— —2—, A igual a E.

Digo que @a es también igual 
a z.

Así pues, hágase tk igual a z. 
Dado que ah es el mismo múltiplo de e que re  de z, y que
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HB es igual a E y Ki' a z, entonces ab es el mismo múltiplo 
de E que k© de z [V, 2], Pero se ha supuesto que ab es el 
mismo múltiplo de E que i a de z; por tanto K0 es el mismo 
múltiplo de z que i a de z. Así pues, dado que cada una de 
las (magnitudes) kb, ia es el mismo múltiplo de z, entonces 
K© es igual a ta. Quítese de ambos re; entonces la (mag
nitud) restante Kr es igual a la (magnitud) restante eA. Pero 
z es igual a kt; entonces ©a también es igual a z. De modo 
que si hb es igual a E, también eA será igual a z.

De manera semejante demostraríamos que, si hb es múl
tiplo de E, ©a será también el mismo múltiplo de z 24.

Por consiguiente, si dos magnitudes son equimúltiplos 
de dos magnitudes, y ciertas (magnitudes) quitadas (de 
ellas) son equimúltiplos de estas (dos segundas), las restan
tes también son o iguales a las mismas o equimúltiplos de
ellas. Q. E. D .25. ?.D. Uü z i? s
« A - eLv*r»«-t(s )4ñ  - W z S  )-# a ^  .
P A - W . - 2  f b  -

24 Lit .: «si es múltiplo de., tantas veces lo será...».
25 R. Simson se cree obligado a añadir, tras esta proposición, cuatro 

proposiciones derivadas de la Def. V, 5, que obran tácitamente no sólo en 
algunas pruebas de este mismo libro, sino en otras aplicaciones de la teoría 
de la proporción en los Elementos. Son los teoremas siguientes. A: «Si la 
primera cantidad [i.e., magnitud] tiene a la segunda la misma razón que la 
tercera a la cuarta, será la tercera mayor, igual o menor que la cuarta según 
sea la primera mayor, igual o menor que la segunda». B: «Si cuatro canti
dades fueren proporcionales, también inversamente serán proporcionales». 
C: «Si la primera cantidad fuese igual multíplice o la misma parte de la se
gunda que la tercera lo es de la cuarta, la primera será a la segunda como 
la tercera a la cuarta». D: «Si la primera cantidad fuese a la segunda como 
la tercera a la cuarta, y la primera fuese multíplice o parte de la segunda, la 
tercera será la misma muitiplice o la misma parte de la cuarta» (Simson, 
ed. cit., págs. 121-123, y notas, págs. 312-314). Las razones de Simson 
para estas adiciones parecen más pendientes de los comentarios suscitados 
por la presentación de Euclides que de la teoría misma del libro V.
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PROPOSICIÓN 7
Las (magnitudes) iguales guardan ¡a misma razón con 

una misma (magnitud) y  la misma (magnitud) guarda la 
misma razón con las (magnitudes) iguales.

Sean A, B las magnitudes iguales y r otra, tomada al 
azar26.

a >- 

B *—

r>-

SU£R B

erfcOe

Digo que cada una de las (magnitudes) a , b  guarda 
la misma razón con r y r con cada una de las (magnitu
des) A, B.

Pues tómense los equimúltiplos a, e de A, B y otro equi
múltiplo al azar, z  de r.

Así pues, dado que a es el mismo múltiplo de a que E de 
B, y a es igual a b, entonces a es también igual a E. Pero z es 
otra (magnitud) tomada al azar. Entonces, si a excede a z, E 
también excede a z, y si es igual es igual, y si es menor, me
nor. Ahora bien, a, e son equimúltiplos de A, B, y z  otro 
equimúltiplo, al azar, de r; entonces, como A es a r, así B es 
a r [V, Def. 5]

Digo que r guarda también la misma razón con cada una 
de las (magnitudes) A, B.

26 Se trata del mismo uso de há éiychen que en la proposición 4. Cf. 
nota 21
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Pues, siguiendo la misma construcción, demostraríamos 
de manera semejante que a es igual a e ; pero z  es alguna 
otra (magnitud), entonces, si z  excede a a, excede también a 
E, y si es igual, también es igual, y si es menor, menor. 
Ahora bien, z  es múltiplo de r, mientras que A, E son otros 
equimúltiplos, tomados al azar de a, b; por tanto, como r es 
a a, así r es a b [V, Def. 5].

Por consiguiente, las (magnitudes) iguales guardan la 
misma razón con una misma (magnitud) y la misma 
(magnitud) (guarda la misma razón) con las (magnitudes) 
iguales.

Porisma:
A partir de esto queda claro que, si algunas magnitudes 

son proporcionales, también son proporcionales por inver
sión [V, Def. 13]. Q. E. D.

Proposición 8

De magnitudes desiguales, la mayor guarda con una 
misma (magnitud) una razón mayor que la menor, y  la 
misma (magnitud) guarda con la menor una razón mayor 
que con la mayor.

Sean ab, r magnitudes desiguales, y sea la mayor AB, y 
otra, al azar, a.

Digo que ab guarda con A una razón mayor que r con A, 
y A guarda con r una razón mayor que con ab.

Pues como ab es mayor que r, hágase be igual a r, en
tonces la menor de las (magnitudes) ae, eb, multiplicada, 
será alguna vez mayor que a [V, Def. 4], En primer lugar, 
sea ae menor que eb, y multipliqúese ae, y sea su múltiplo 
ZH que es mayor que A, y, cuantas veces zh es múltiplo de
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ae, tantas veces lo sea también He de eb y k de r; tómese a 
doble de a y m triple (de a), y así sucesivamente27 hasta que 
el múltiplo tomado de a sea el primero mayor que k. 
Tómese y sea N, el cuádruplo de a, el primero mayor que K.

r

K i----- ' <---------------- 1 N'-------1-------¿------•-------1

Así pues, dado que K es el primero menor que N, enton
ces K no es menor que m; y, dado que zh es el mismo múl
tiplo de AE que He de eb, entonces zh es el mismo múltiplo 
de ae que ze  de ab [V, 1], Ahora bien, zh es el mismo múl
tiplo de ae que K de r; luego ze  es el mismo múltiplo de ab 
que K de r. Por tanto ze, K son equimúltiplos de ab, r. 
Como He es a su vez el mismo múltiplo de eb que K de r, y 
EB es igual a r, entonces He es también igual a k; pero k no 
es menor que m; por tanto He tampoco es menor que M. 
Pero zh es mayor que a; así pues, la (magnitud) entera ze 
es mayor que a y M juntas.

Ahora bien, a y M juntas son iguales a N, puesto que M 
es efectivamente el triple de A, mientras que M y A juntas 
son el cuádruple de a, y n es también el cuádruple de a; por 
tanto M y A juntas son iguales a n. Pero ze  es mayor que M, 
a; luego ze  excede a n; mientras que K no excede a n. Y ze, 
k son equimúltiplos de ab, r, mientras que n es otro (múl
tiplo), tomado al azar, de a; por consiguiente ab guarda una 
razón mayor con a que r con a [V, Def. 7],

27 Kai hexés heñí pleion, en el sentido de múltiplos sucesivamente in
crementados de uno en uno.

A

A

e  M
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Digo además que a guarda también una razón mayor 
con r que a con ab.

Pues, siguiendo la misma construcción, demostraríamos 
de manera semejante que N excede a K, mientras que N no 
excede a ze. Y N es múltiplo de a, mientras que ze , K son 
otros equimúltiplos tomados al azar de ab, i ; por consi-

E
A>------------ 1------ 1 B Cl •------i

ri— * ai------- -— <
H

Zl-------------------------------------1-------10 MI--------------------------1

K i----- ------1 N'-----*------- ------- 1------ 1
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guíente a guarda con r una razón mayor que a con ab [V, 
Def. 7],

Sea ahora ae mayor que eb. Entonces la menor eb, mul
tiplicada, será alguna vez mayor que a [V, Def. 4], Multipli
qúese y sea He un múltiplo de eb, y mayor que a; y, cuantas 
veces H e  es múltiplo de eb, tantas veces sea también zh 
múltiplo de ae y K de r. De manera semejante demostraría
mos que ze, K son equimúltiplos de ab, r; tómese pareja
mente N como múltiplo de a y el primero mayor que zh; de 
modo que de nuevo ZH no es menor que M, y He es mayor 
que a; entonces la (magnitud) entera ze  excede a a, m, es 
decir a n. Pero k no excede a N, puesto que zh que es mayor 
que He, es decir que K, tampoco excede a N. Y del mismo 
modo siguiendo los pasos de arriba completamos la demos
tración.

Por consiguiente, de las magnitudes desiguales, la ma
yor guarda con una misma (magnitud) una razón mayor que 
la menor; y la misma (magnitud) guarda con la menor una 
razón mayor que con la mayor. Q. E. D.

191.-3
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Proposición 9

Las (magnitudes) que guardan con una misma (magni
tud) la misma razón son iguales entre sí; y  aquellas con las 
que una misma (magnitud) guarda la misma razón, son
iguales.

Pues guarde cada una de las (magnitudes) A, B la misma 
ra2Ón con i .
A_______ , y_______ _ Digo que a es igual a B.

Pues, si no, cada una de las (mag
nitudes) a, b no guardaría la misma 

razón con r [V, 8]; pero la guarda; luego a es igual a b.
Guarde a su vez r la misma razón con cada una de las 

(magnitudes) a , b .

Digo que a es igual a b.
Pues, si no, r no guardaría la misma razón con cada una 

de las (magnitudes) a, b [V, 8]; pero la guarda; luego a es 
igual a B.

Por consiguiente, las (magnitudes) que guardan con una 
misma (magnitud) la misma razón son iguales entre si; y 
aquellas con las que una misma (magnitud) guarda la misma 
razón, son iguales. Q. E. D

Proposición 10 C w c

De las (magnitudes) que guardan razón con una misma 
(magnitud), la que guarda una razón mayor, es mayor. )'
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aquella con la que la misma (magnitud) guarda una razón 
mayor, es menor.

Pues guarde a con r una razón mayor que b con r.
Digo que A es mayor que B.
Pues, si no, o A es igual a b o es menor. Ahora bien, a 

no es igual a B: pues (entonces) cada 
una de las (magnitudes) a, b guarda- A1 ' B' '
ría la misma razón con r [V, 7]; pero r_ ----- --------,
no la guarda; luego a no es igual a 
B. Ahora bien, A tampoco es menor que B: pues (entonces) a 
guardaría con r una razón menor que B con r [V, 8]; pero no 
la guarda; luego a no es menor que B. Y se ha demostrado 
que tampoco es igual. Por tanto a es mayor que B.

Guarde a su vez r con B una razón mayor que r con A.
Digo que B es menor que A.
Pues, si no, o es igual o es mayor. Ahora bien, B no es 

igual a a: pues (entonces) r guardaría con cada una de las 
(magnitudes) A, B la misma razón [V, 7]; pero no la guarda; 
luego a no es igual a B. Ahora bien, tampoco B es mayor 
que a: pues (entonces) r guardaría una razón menor con B 
que con A [V, 8]; pero no la guarda; luego B no es mayor 
que a. Y se ha demostrado que tampoco es igual; por tanto 
B es menor que a.

Por consiguiente, de las (magnitudes) que guardan razón 
con una misma (magnitud), la que guarda una razón mayor, 
es mayor. Y aquella con la que la misma (magnitud) guarda 
mayor razón, es menor. Q. E. D.28.

2* En esta proposición introduce Euclides unas nociones de razón ma
yor o menor en un contexto en el que la referencia a la def. V, 7, puede ser 
insuficiente. Como se ha observado reiteradamente (desde Simson, 1756 
— vid. ed. cit., notas, págs. 315-317—; cf. Heath, ed. cit., 11, págs. 156- 
157), no se deben aplicar de modo inmediato a las razones las condiciones 
estipuladas o supuestas para las magnitudes, en particular la condición de
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Proposición 11

Las razones que son iguales a una misma razón son 
también iguales entre s í* 29.

Pues, como a es a b sea así r a a, y, como r es a a así e 
a z.

Digo que como a es a b así e es a z.
Tómense los equimúltiplos h, e , k de a, r, e y otros 

equimúltiplos, tomados al azar, a, m, n de B, a, z.

a .------ r«----------------------- — > e <— >

B<--------- • A'--------- 1 Z'— iH '-----------M 01--------------------- *----- —H: K • > 1A i------- » _ -------1 M '-------- ►------- 1-------- - N '— i— '— i
Y puesto que como a es a b, así r es a a, y se han toma

do los equimúltiplos H, e  de a, r, y otros equimúltiplos, to
mados al azar, a, m de b, a, entonces, si H excede a a, tam
bién e  excede a M, y si es igual, es igual, y si menor, menor.

tricotomía o el corolario destacado por Simson: que una magnitud no pue
de ser a la vez mayor o menor que otra (Simson, ed. cit., pág. 316). El 
propio Euclides vendrá a probar en la proposición siguiente que las razo
nes iguales a una misma razón son iguales entre sí, pese a disponer de la 
noción común 1 («las cosas iguales a una misma cosa son iguales entre 
sí»); en esta prop. Vi l ,  Euclides, en vez de considerar una aplicación di
recta de esta noción común, desarrollará una prueba especifica de la igual
dad entre razones.

29 Por razones estilísticas traduzco hoi autoí por «iguales», pues en 
este caso son expresiones equivalentes. Sigo, por otra parte, al traductor 
anónimo de Simson.
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Asimismo, puesto que e es a z como r es a a, y se lian 
tomado los equimúltiplos e , K de r, e y otros equimúltiplos, 
tomados al azar, m, n de a, z, entonces, si e  excede a M, 
también K excede a n, y si es igual, es igual, y si menor, me
nor. Pero si e  excede a m, también H excede a a, y si es 
igual, es igual, y si menor, menor; de modo que, si h excede 
a a, k excede también a n, y si es igual, es igual, y si menor, 
menor. Ahora bien, H, K son equimúltiplos de A, E, y a, n 
otros equimúltiplos, tomados al azar, de B, z; por tanto, 
como a es a B, así E a z.

Por consiguiente, las razones que son iguales a una mis
ma razón, también son iguales entre sí. Q. E. D.

Proposición 12

Si un número cualquiera de magnitudes fueren propor
cionales, como sea una de las antecedentes a una de las 
consecuentes, asi serán todas las antecedentes a ¡as conse
cuentesi0.

Sean a, b, r, a, e, z  un número cualquiera de magnitudes 
proporcionales, (de modo que) como a es a b, así son r  a a y 
e a z.

Digo que como a es a B, así serán A, r, E a b, a, z .
Tómense pues los equimúltiplos H, e , k. de a, r, E y 

otros equimúltiplos, tomados al azar, a, m, n de B, a, z . 30

30 Expresión algebraica: si a : a ':: b : b' :: c : c'..., cada razón es igual a 
la razón (a + b + c +...): (a' + b' + c'...). Este teorema aparece en A ris
tóteles, Ética Nicomáquea V 5 1131 b 14, en la forma abreviada. «El todo 
es al todo como cada parte es a cada parte».
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Ahora bien, puesto que r  es a a y E a z  como a es a b; y 
se han tomado los equimúltiplos H, e , K de a, r, e; y otros

a ----------------- - r>--------------------- 1 e >--------- -

B>--------1 A '—  ------ - Z>  

H'-----------r-.------------- A'------- ------------ -

0!-------- ¡i :  -------- -----1 MI------------ ------------ —«

K ------------------ 1 Ni----------- !-•'

equimúltiplos, tomados al azar, a, m, n de B, a, z; entonces, 
si H excede a a, también e  a m y K a N, y si es igual, igual, y 
si menor, menor De modo que, si H excede a a, también h, 
e, k (exceden) a a, m, n, y si es igual, (son) iguales, y si me
nor, menores. Tanto H como H, e , K son equimúltiplos de a 
y de a, r, e, pues, en efecto, si hay un número cualquiera de 
magnitudes respectivamente equimúltiplos de cualesquiera 
otras magnitudes iguales en número, cuantas veces una de 
las magnitudes es múltiplo de otra, tantas veces lo serán 
también todas de todas [V, 1],

Por la misma razón, tanto A como a, m, n son equimúlti
plos de B y de b, a, z; luego, como a es a b, así a, r, E a B, a, 
z [V, Def. 5],

Por consiguiente, si un número cualquiera de magnitu
des fueren proporcionales, como sea una de las antecedentes 
a una de las consecuentes, así serán todas las antecedentes a 
las consecuentes. Q. E. D.
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Proposición 13

Si una primera (magnitud) guarda con una segunda la 
misma razón que una tercera con una cuarta, y  la tercera 
guarda con la cuarta una razón mayor que una quinta con 
una sexta, la primera guardará también con la segunda una 
razón mayor que la quinta con la sexta.

Guarde pues la primera, a , con la segunda, B, la misma 
razón que la tercera, r, con la cuarta, a; y guarde la tercera, 
r, con la cuarta, a, una razón mayor que la quinta, E, con la 
sexta, z.

Al---------- 1 ri----------------1 MI----------1----------1 H i---------------------------------1

B, --------1 A ' ------------- 1 Ni -------- ---------1--------• K  --------------1-------------1--------------

Digo que la primera, a, guardará también con la segun
da, B, una razón mayor que la quinta, E, con la sexta, z.

Pues como hay algunos equimúltiplos de r, e y otros 
equimúltiplos, tomados al azar, de a, z, tales que el múltiplo 
de r excede al múltiplo de a pero 
el múltiplo de e no excede al '
múltiplo de z  [V, Def. 7], tómense z,--------1
y sean H, e  equimúltiplos de r, e ; _____ ^
y K, a otros equimúltiplos al azar
de a, z, de modo que h exceda a k a ' ^  1 '
pero e no exceda a a; y cuantas
veces H sea múltiplo de r, tantas veces lo sea también M de 
A, y cuantas veces sea múltiplo K de A, tantas veces lo sea 
también N-de B.
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Y puesto que r  es a a como a es a b, y se han tomado los 
equimúltiplos M, H de a, r y otros equimúltiplos, tomados al 
azar, n, k de b, a, entonces, si M excede a n, también h ex
cede a te, y si es igual, es igual, y si menor, menor [V, Def. 
5], Pero h excede a K; luego M también excede a N. Ahora 
bien, e  no excede a a; y M, e  son equimúltiplos de a, e, 
mientras que N, A (son) otros equimúltiplos, tomados al 
azar, de b, z ; luego a guarda con b una razón mayor que E 
con z  [V, Def. 7],

Por consiguiente, si una primera (magnitud) guarda con 
una segunda la misma razón que una tercera con una cuarta, 
y la tercera guarda con la cuarta una razón mayor que una 
quinta con una sexta, la primera guardará también con la 
segunda una razón mayor que la quinta con la sexta. Q. E. D.

Proposición 14

Si una primera (magnitud) guarda con una segunda la 
misma razón que una tercera con una cuarta y  la primera 
es mayor que la tercera, la segunda será también mayor 
que la cuarta, y  si es igual, será igual, y  si menor, menor.

Guarde pues la primera, a, con la segunda, B, la misma 
razón que la tercera, r, con la cuarta, a, y sea a mayor que r.

Digo que también b es mayor que A.
Pues como a es mayor que r y b otra (magnitud), toma

da al azar, entonces a guarda una mayor razón con b que r
A,________, r ,____ , con b [V, 8]. Pero como a es a b,

así r es a a; entonces r guarda 
también con A una razón mayor 

que r con B [V, 13]. Ahora bien, aquella con la que una
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misma magnitud guarda una razón mayor, es menor [V, 10]; 
así pues, a es menor que b; de modo que b es mayor que a.

De manera semejante demostraríamos que si a es igual a 
l , B también será igual a a y si a es menor que i , b será 
también menor que A.

Por consiguiente, si una primera magnitud guarda con 
una segunda la misma razón que una tercera con una cuarta, 
y la primera es mayor que la tercera, la segunda será tam
bién mayor que la cuarta, y si es igual, igual, y si menor, 
menor. Q. E. D.31.

Proposición 15

Las partes guardan la misma razón entre sí que sus mis
mos múltiplos ’2, tomados en el orden correspondiente.

Sea pues ab el mismo múltiplo de r que ae de z.
Digo que como r es a z, así ab a ae.
Pues dado que ab es el mismo múltiplo de r que ae de 

z, entonces, cuantas magnitudes iguales a r hay en ab, otras 
tantas (habrá) iguales a z  en ae.
Divídase ab en las (magnitudes) 
ah, He, gb iguales a r, y ae en las 
(magnitudes) ak, ka, ae iguales 
a z; entonces el número de Jas 
(magnitudes) ah, He, ©b será igual al número de las (mag
nitudes) ak, ka, ae. Y puesto que ah, ne, 0B son iguales * 12

51 Simson añade la prueba específica del segundo y tercer caso de esta 
proposición, a saber: si a es igual o menor que r. Cf. Simson, ed. cit., pág. 
131.

12 En griego: h o sa ú tó s  p o lla p la s ío is
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entre sí y ak, ka, ae son también iguales entre sí, entonces, 
como ah es a ak, así He a ka, y 9b a ae [V, 7]. Por tanto, 
como una de las antecedentes es a una de las consecuentes, 
así todas las antecedentes serán también a todas las conse
cuentes [V, 12]; entonces, como ah es a ak, así ab a ae. 
Ahora bien, ah es igual a r, y ak a z; luego, como r es a z, 
así ab a ae.

Por consiguiente, las partes guardan la misma razón en
tre sí que sus mismos múltiplos tomados en el orden corres
pondiente. Q. E. D.

Proposición 16

Si cuatro magnitudes son proporcionales, también por 
alternancia serán proporcionales.

Sean a, b, r, a, cuatro magnitudes proporcionales, (a sa
ber) como a es a B, así r  a a.

Digo que lo serán también por alternancia, (a saber) 
como a es a i así b a a.

Tómense los equimúltiplos E, z de a, b y otros equimúl
tiplos, tomados al azar, H, e  de i , a. Y puesto que E es el

A •---r* T

B l - -* A

C -----------— -------------- --------------- ■ H

z — ■— >— ' e

mismo múltiplo de a que z de B, las partes guardan la mis
ma razón que sus mismos múltiplos [V, 15]; entonces, como 
a es a b así t  a z. Pero como a es a b, asi i a a; luego, co
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mo r es a a, así también E a z  [V, 11], A su vez, puesto que 
H, e  son equimúltiplos de r, a, entonces, como r es á a, así 
H a e  [V, 15]. Pero como r es a a así e a z; luego como E es 
a z, así también h a e  [V, 11]. Ahora bien, si cuatro 
magnitudes son proporcionales, y la primera es mayor que 
la tercera, la segunda será también mayor que la cuarta, y si 
es igual, igual, y si es menor, menor [V, 14]. Por tanto, si E 
excede a H, también z excede a e , y si es igual, es igual, y si 
menor, menor. Ahora bien, E, z  son equimúltiplos de a, b, y 
H, e , otros (equimúltiplos), tomados al azar, de r, a; luego, 
como a es a r, así B a a [V, Def. 5].

Por consiguiente, si cuatro magnitudes son proporciona
les, también por alternancia serán proporcionales. Q. E. D.

Proposición 17

Si unas magnitudes son proporcionales por composi
ción, también por separación serán proporcionales 3\

Sean ab, be, ta, az magnitudes proporcionales por com
posición (de modo) que como ab es a be, así ta es a az.

Digo que también por separación serán proporcionales, 
de modo que, como ae sea a eb, así rz  será a az.

35 Expresión algebraica:
si a : b : : c : d, entonces (a -  b ) : b : : (c -  d ) : d

Euclides emplea aquí synkeimenos lógos «razón compuesta» en el sen
tido de synthesis lógou «composición de una razón», lo que demuestra que 
ambos términos no están claramente definidos en los Elementos, cf. no
ta 13.

1
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Pues tómense los equimúltiplos He, eK, am , mn de ae, 
eb, rz, za y otros equimúltiplos, tomados al azar, ke, Nn de 
EB, ZA.

Y dado que He es el mismo múltiplo de ae que eK de 
eb, entonces He es el mismo múltiplo de ae que hk de ab

z A m n n

[V, 1]. Pero He es el mismo múltiplo de ae que am de rz; 
entonces hk es el mismo múltiplo de ab que am de rz. 
Como am es a su vez el mismo múltiplo de rz que mn de 
za, entonces am es el mismo múltiplo de rz que an de ta 
[V, 1]. Pero am era el mismo múltiplo de rz que HK de ab; 
así pues hk es el mismo múltiplo de ab que an de ta. Por 
tanto hk, an son equimúltiplos de ab, ta. Como eK es a su 
vez el mismo múltiplo de eb que mn de za, y ks es también 
el mismo múltiplo de EB que Nn de za, la suma eE es tam
bién el mismo múltiplo de eb que Mn de za [V, 2]. Ahora 
bien, dado que, como ab es a be, así ta es a az, y se han 
tomado los equimúltiplos hk, an de ab, ta y los equimúlti
plos es, Mn de eb, za, entonces, si hk excede a es, an exce
de también a Mn, y si es igual, es igual, y si menor, menor. 
Exceda hk a es; entonces, si se quita la (magnitud) común, 
eK, también He excede a ks. Pero si hk excedía a eE, an 
también excedía a Mn; luego an excede también a Mn, y si 
se quita la (magnitud) común mn, am también excede a Nn; 
de modo que, si He excede a ks, am excede también a Nn. 

De manera semejante demostraríamos que si He es igual a 
ks, am también será igual a Nn, y si es menor, será menor. 
Ahora bien, He, am son equimúltiplos de ae, rz, pero ks, 
Nn son otros equimúltiplos tomados al azar de eb, za; por 
tanto, como ae es a eb, así rz a za.
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Por consiguiente, si unas magnitudes son proporcionales 
por composición, también por separación serán proporcio
nales. Q. E. D.

Proposición 18

Si unas magnitudes son proporcionales por separación, 
también por composición serán proporcionales.

Sean AE, eb, rz, za magnitudes proporcionales por sepa
ración, (de modo que) como ae es a eb, asi i~z es a za.

Digo que también por composición serán proporciona
les, (de modo que) como ab (es) a be, así i a (será) a az.

Porque si ta no es a az como ab a be, entonces, como 
ab es a be, así t a será a una (magnitud) menor que az o a 
una mayor.

Sea en primer lugar proporcional a la menor ah. Dado 
que como ab es a be, así ta es a ah, son magnitudes propor

cionales por composición; así pues también serán propor
cionales por separación [V, 17]. Por tanto, como ae es a eb, 
así rtt a ha. Pero también se ha supuesto que como ae es a 
eb, así rz a za. Luego, como nt es a ha, así rz a za [V, 11], 
Pero la primera rtt es mayor que la tercera rz; entonces la 
segunda ha también es mayor que la cuarta za [V, 14], Pero 
también menor; lo cual es imposible; por tanto no es el caso 
de que rA sea a una (magnitud) menor que za, como AB a 
be. De manera semejante demostraríamos que tampoco es
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proporcional a una mayor; así pues será proporcional a la 
propia (z a ).

Por consiguiente, si unas magnitudes son proporcionales 
por separación, también por composición serán proporcio
nales. Q. E. D.J4.

Proposición 19

Si como un todo es a otro todo, asi es una (parte) qui
tada (de uno) a una (parte) quitada (de otro), la (parte) 
restante será también a la (parte) restante como el todo es 
al todo.

Pues como el todo ab  es al todo ta, así sea la (parte) 
quitada a e  a la (parte) quitada rz.

Digo que la (parte) restante eb será también a la (parte) 
restante za como el todo ab es al todo i a.

J4 La demostración supone la existencia de un cuarto término propor
cional. Diversos editores y comentadores de los Elementos, al menos des
de Gavio (1574, 2." cd. 1589), han optado por la declaración expresa de 
esa suposición a titulo de axioma Otros han preferido la opción de una 
prueba independiente de dicho supuesto o la opción de demostrar previa
mente la suposición misma (Heath, ed. cit., II, págs. 170-174, ofrece di
versas muestras) El propio Euclides demostrará más adelante, en la prop. 
VI 12, un caso particular en el que los términos proporcionales son líneas 
rectas. Por lo demás, una vez asumida la existencia de una «cuarta 
proporcional», se podría derivar ulteriormente su unicidad a través de las 
proposiciones V 11 y V 9.
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Pues, dado que como ab es a ta, así ae es a rz, también, 
por alternancia, como ba es a ae, así Ar a rz  [V, 16]. Y 
puesto que son magnitudes proporcionales por composición, 
también por separación serán proporcionales [V, 17] (es 
decir) como be es a ea, así az a rz; y, por alternancia, como 
be es a az, así ea a zr [V, 16]. Pero, como ae es a rz, así se 
ha supuesto que el todo ab es al todo ta. Luego la (parte) 
restante eb será a la (parte) restante za como el todo ab es al 
todo ta [V, 11],

Por consiguiente, si como un todo es a otro todo, así es 
una (parte) quitada (de uno) a una (parte) quitada (del otro), 
la (parte) restante será también a la (parte) restante como el 
todo es al todo. Q. E. D.

[Y puesto que se ha demostrado que como ab es a i'A, 
asi eb a za, también por alternancia, como ab es a be, así rA 
a za, luego son magnitudes proporcionales por composi
ción; pero se ha demostrado que como ba es a ae, así Ar es 
a rz; y esto es por conversión]35.
Porisma:

A partir de esto queda claro que si unas magnitudes son 
proporcionales por composición, también por conversión 
serán proporcionales. Q. E. D.

Proposición 20

Si hay tres magnitudes y  otras iguales a ellas en número 
que, tomadas de dos en dos, guardan la misma razón, y  si,

35 Heiberg atetiza las lineas que se encuentran entre la conclusión y el 
porisma porque Euclides no acostumbra a explicar un porisma, ya que, por 
su propia naturaleza, un porisma no precisa explicación sino que es algo 
que se presenta, según Proclo, apragmateutós, es decir, «sin esfuerzo».



48 ELEMENTOS

por igualdad, la primera es mayor que la tercera, también 
la cuarta será mayor que la sexta; y  si es igual, igual, y  si 
es menor, menor.

Sean a, b, r tres magnitudes y a, e, z otras iguales a 
ellas en número que, tomadas de dos en dos, guarden la 
misma razón, (es decir que) como a es a b, asi a es a E y 
como B es a r, así E a z, y, por igualdad, sea mayor a que r.

Digo que a será también mayor que z, y si es igual, 
igual, y si es menor, menor.

A

B

n--------------- 1 z

A

E

Pues dado que a es mayor que r y  Bes otra (magnitud) 
cualquiera, la mayor guarda con una misma (magnitud) una 
razón mayor que la menor [V, 8], entonces A guarda con B 
una razón mayor que r con B. Pero como a es a B, así A es a 
E, y por inversión, como r  es a B, así z  es a e; luego a tam
bién guarda con E una razón mayor que z  con E [V, 13]. 
Ahora bien, de las magnitudes que guardan razón con una 
misma (magnitud), la que guarda una razón mayor es mayor 
[V, 10]. Así pues a es mayor que z. De manera semejante 
demostraríamos que, si a es igual a r, también a será igual a 
z, y si es menor, menor.

Por consiguiente, si hay tres magnitudes y otras iguales 
a ellas en número que, tomadas de dos en dos, guardan la 
misma razón, y si, por igualdad, la primera es mayor que la 
tercera, también la cuarta será mayor que la sexta; y si es
igual, igual, y si es menor, menor. Q. E. D.

(A Z 
Á 4 Z

* A
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Proposición 21

Si hay tres magnitudes y  otras iguales a ellas en número 
que, tomadas de dos en dos, guardan ¡a misma razón y  su 
proporción es perturbada, y  s i , por igualdad, la primera es 
mayor que la tercera, también la cuarta será mayor que la 
sexta; y  si es igual, igual; y  si es menor, menor.

Sean a, b, r tres magnitudes y a, z , e otras iguales a 
ellas en número que, tomadas de dos en dos, guarden la 
misma razón, y sea su proporción perturbada (es decir que) 
como a es a b, así E a z, y como B es a r, así a a E, y, por 
igualdad, sea a mayor que r.

Digo que a también será ma-
yor que z, y si es igual, igual, y si -----> e—-------- •
es menor, menor. r,_____ , z ,___,

Pues como a es mayor que r, y 
B otra magnitud, entonces a guarda una razón mayor con B 
que r con b [V, 8], Pero como a es a B, así e a z, y por 
inversión, como r es a B, así E es a a. Por tanto E guarda una 
razón mayor con z que E con A [V, 13], Pero aquello con lo 
que una misma (magnitud) guarda una razón mayor es 
menor [V, 10], luego z es menor que a, por tanto a es mayor 
que z. De manera semejante demostraríamos que si a es 
igual a r, a será también igual a z, y si menor, menor.

Por consiguiente, si hay tres magnitudes y otras iguales 
a ellas en número, que, tomadas de dos en dos, guardan la 
misma razón, y su proporción es perturbada; y si, por igual 
dad la primera es mayor que la tercera, la cuarta será tam
bién mayor que la sexta; y si es igual, igual; y si es menor,
menor. Q. E. D.

191.-4
A

n

A
í 1
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Proposición 22

Si hay un número cualquiera de magnitudes y  otras 
iguales a ellas en número que, tomadas de dos en dos, 
guardan la misma razón, por igualdad guardarán también 
la misma razón.

Sean a, b, r un número cualquiera de magnitudes y a, e, 
z otras iguales a ellas en número que, tomadas de dos en 
dos, guarden la misma razón (es decir que) como a es a B, 
así a es a E, y como B es a r, así E es a z.

A'------------- ' b  -------1 r>------------— i

A'— : < E *- > Z' --------------

H ' --------------------.-------------------- , k i ----------->-----------■----------- 1 M 1--------------------------1-------------1------------1

e _ - -------■----------- a 1— >— i— p N'------------- 1-------------1

Digo que por igualdad guardarán también la misma ra
zón (i. e. que como A es a r, así a es a z).

Pues tómense los equimúltiplos H, e  de a , a y otros 
equimúltiplos tomados al azar k, a de B, e, y además otros 
equimúltiplos al azar M, N de r, z.

Y dado que como a es a b, así a es a e, y se han tomado 
los equimúltiplos H, e  de a, a y otros equimúltiplos tomados 
al azar K, a  de B, E, entonces como h es a k así e  a a [V, 4]. 
Por lo mismo, como K es a M, así a es a N. Así pues, dado 
que H, K, M son tres magnitudes y e, a, n otras magnitudes 
iguales a ellas en número que, tomadas de dos en dos, guar
dan la misma razón, entonces, por igualdad, si H excede a 
M, e  también excede a n; y si es igual, es igual; y si es me-

l ib r o  v 51

ñor, menor [V, 20], Ahora bien, h, e  son equimúltiplos de 
a, a, y M, N otros equimúltiplos tomados al azar de r, z. 
Entonces como a es a r, así a es a z [V, Def. 5].

Por consiguiente, si hay un número cualquiera de mag
nitudes y otras iguales a ellas en número que, tomadas de 
dos en dos, guardan la misma razón, por igualdad guardarán 
también la misma razón. Q. E. D.

Proposición 23

Si hay tres magnitudes y  otras iguales a ellas en número 
que, tomadas de dos en dos. guardan la misma razón, y  su 
proporción es perturbada, por igualdad guardarán también 
la misma razón.

Pues sean a, b, r  tres magnitudes y A, E, z otras iguales a 
ellas en número que, tomadas de dos en dos, guarden la

a i — — > b  >— i n ----------1

Ai . E *------- 1 Z>— i

H i------- 1------1-------- 1 0 i— i— i— i A i------1------ 1

K1-----►— >-----1 Mi--------- --------- -• N •— •— I

misma razón y sea su proporción perturbada, (es decir que) 
como a es a B, así E a z  y como b es a r, así a a e.

Digo que como a es a r, así a es a z.
Pues tómense los equimúltiplos H, e, k de a, b, a y otros 

equimúltiplos tomados al azar a, m, n de r, E, z.
Y dado que H, e son equimúltiplos de a, b y las partes 

guardan la misma razón que sus mismos múltiplos [V,

b
n

i -  -  % ¿ 3  -



52 ELEMENTOS LIBR O  V 53 I
15]36, entonces como a es a B, así H es a 9. Por lo mismo, 
como E es a z, así también m a n; ahora bien, como a es a b, 
así E a z; entonces como h es a e , así m a n [V, 11], Y dado 
que, como b es a r, así a a E, también, por alternancia, como 
B es a A, así r a E [V, 16]. Y puesto que e , K son equimúlti
plos de B, A, y las partes guardan la misma razón que sus 
equimúltiplos, entonces como b es a a, así e  a k [V, 15], 
Ahora bien, como b es a A, así r a E; luego también como e  
es a K, así r a E [V, 11], A su vez, dado que a, m son equi
múltiplos de r, E, entonces, como r es a e, así a a m [V, 15], 
Ahora bien, como r es a e, así e  a k; luego también como e  
es a k, así A a M [ V, 11]; y, por alternancia, como e  es a a, 
así k es a m [V, 16]. Pero se ha demostrado también que 
como h es a e , así m a n.

Así pues, dado que H, e, a son tres magnitudes y K, m, n 
otras iguales a ellas en número que, tomadas de dos en dos, 
guardan la misma razón, y su proporción es perturbada, en
tonces, por igualdad, si h excede a a, k también excede a n; 
y si es igual, es igual; y si menor, menor [V, 21]. Pero H, k 
son equimúltiplos de a, a, y a, n de r, z. Por tanto, como a 
es a r, así a es a z.

Por consiguiente, si hay tres magnitudes y otras iguales 
a ellas en número que, tomadas de dos en dos, guardan la 
misma razón, y su proporción es perturbada, por igualdad 
guardarán también la misma razón. Q. E. D .37.

16 Hosaútós.
37 Simson (1756), ed. cit., pág. 141, presenta una prueba más sencilla 

que evita la reiterada mediación de las proposiciones V 11, 15, 16, y se 
sirve de una aplicación directa de la prop. V 4. Esta versión cuenta con el 
apoyo de algunos mss., aunque no con la autoridad de una fuente textual 
como el ms. P. En todo caso, es justa su observación de que el último paso 
de la prueba debe referirse a los equimúltiplos H. K — de A, a— y A, N 
— de r , Z—, como a equimúltiplos cualesquiera. El propio Simson gene-

Prohosictón 24

Si una primera (magnitud) guarda con una segunda la 
misma razón que una tercera con una cuarta, y  una quinta 
guarda con la segunda la misma razón que ¡a sexta con la 
cuarta, la primera y la quinta, tomadas juntas, guardarán 
también la misma razón con la segunda que la tercera y  la 
sexta con la cuarta.

Pues guarde una primera (magnitud) ab con una segun
da r la misma razón que una tercera a h  con una cuarta z; y 
guarde una quinta bh con la segunda, r, la misma razón que 
la sexta, be, con la cuarta z.

Digo que, tomadas juntas, la primera y la quinta, ah, 
guardarán la misma razón con la segunda, i , que la tercera y 
la sexta, Ae, con la cuarta z.

Dado que bh es a r como e© a z, entonces, por inver
sión, como r  es a bh, así z  a E©. Puesto que ab es a r como 
ae a z, y, como r es a bh, así z  a E©, entonces, por igualdad, 
como ab es a bh, así ae a e© [V, 22], Ahora bien, puesto 
que las magnitudes son proporcionales por separación, tam
bién serán proporcionales por composición [V, 18]; luego, 
como ah es a hb, así a© es a ©e. Pero, como bh es a r, así 
E© a z; luego, por igualdad, como ah es a r, así a© es a z 
[V, 22],

ralizará el alcance de esta proposición a un número cualquiera de magni
tudes (I. c., págs. 141-142).

4
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Por consiguiente, si una primera magnitud guarda con 
una segunda la misma razón que una tercera con una cuarta, 
y una quinta guarda con la segunda la misma razón que una 
sexta con la cuarta, la primera y la quinta, tomadas juntas, 
guardarán también la misma razón con la segunda que la 
tercera y la sexta con la cuarta. Q. E. D.

Proi-osición 25

Si cuatro magnitudes son proporcionales, la mayor y  la 
menor (juntas) son mayores que las dos restantes.

Sean ab, rA, e, z cuatro magnitudes proporcionales, (es 
decir que) como ab es a ta, asi E a z; y sea la mayor de ellas 
ab y la menor z.

Digo que ab, z son mayores que rA, e.
Pues hágase AH igual a e y re  igual a z.
Dado que, como ab es a rA, así e es a z, y E es igual a 

ah, mientras que z  (es igual) a re, entonces como ab es a 
pa, así ah es a re. Ahora bien, ya 

A, — ■ ■B qUe el todo ab es al todo rA como la
k---- --------- - (parte) quitada ah es a la (parte)

’í *'■ ?__ ,A quitada re, entonces la (parte)
restante hb será a la (parte) restante 
ba como el todo ab es al todo ta 

[V, 19], Pero ab es mayor que ta; luego HB también (será) 
mayor que ba Y dado que ah es igual a e y re a z, 
entonces ah, z son iguales a re, e. Y si, no siendo iguales 
hb, ba, y siendo mayor hb, se añaden ah, z a hb y se 
añaden re, e a eA, se sigue que ab, z son mayores que ta, e.

Por consiguiente, si cuatro magnitudes son proporciona
les, la mayor de ellas y la menor (juntas) son mayores que 
las dos restantes. Q. E. D.
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DEFINICIONES

1. Figuras rectilíneas semejantes son las que tienen los 
ángulos iguales uno a uno y proporcionales los lados 
que comprenden los ángulos iguales3S.

[2. (Dos) figuras están inversamente relacionadas cuando 
en cada una de las figuras hay razones antecedentes 
y consecuentes]39. 3

3* A r ist ó te les , Analíticos Segundos 1117, 99a 13, dice que la semejan
za (tó hómoion) de las figuras consiste quizá (ísós) en que tengan sus lados 
proporcionales y sus ángulos iguales. El uso de ísós sugiere que en época 
de Aristóteles esta definición no estaba todavía establecida.

Hégoumenoí te ka't hépómenoi íógoi «razones antecedentes y conse
cuentes» resulta oscuro; por ello, Candalla y Peyrard leen lógon hóroi o 
simplemente lógon. Además, la definición no se utiliza nunca en los Ele
mentos, pues no se alude a los paralelogramos que cumplen estas propie
dades (VI 14-15, XI 34, etc.) como «inversamente relacionados» sino 
«que tienen sus lados inversamente relacionados». Probablemente se trata 
de una interpolación que ya aparece en Herón. Simson propone sustituir 
esta definición por la siguiente; «Dos cantidades [magnitudes] proporcio
nales se dicen reciprocamente proporcionales á otras dos, quando una de 
las primeras es á una de las segundas, como la restante de las segundas á 
la restante de las primeras» (ed. cit., pág. 322).

Por otra parte, la traducción «inversamente relacionados» (recípro
camente proporcionales en la versión española de la edición de Simson)
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3. Se dice que una recta ha sido cortada en extrema y
media razón cuando la recta entera es al segmento 
mayor como el (segmento) mayor es al menor.

4. En toda figura, la altura es la perpendicular trazada
desde el vértice hasta la base.

[5. Se dice que una razón está compuesta de razones 
cuando los tamaños de las razones multiplicadas por 
sí mismas producen alguna razón]* 40 41.

P r o p o s ic ió n  1
Los triángulos y  los paralelogramos que tienen la mis

ma altura son entre sí como sus bases*'.

tanto en esta definición como en las proposiciones VI 14-15, corresponde 
al verbo griego antipáschó. Prefiero esta versión a la de «inversamente 
proporcionales» que proponen M ügler: «étre inversement proportionnel» 
(Dictionnaire hisíorique de la terminologie géométrique des grecs, pág. 
66), F. V era (Científicos griegos I, pág. 805) y el Diccionario Griego- 
Español II (Madrid, C.S.I.C., 1986), pág. 346, porque Guclides no utiliza 
ni en esta definición ni en las proposiciones VI 14-15, el término habitual 
para la proporción por inversión: anápalin.

40 No cabe duda de que la presente definición ha sido interpolada por 
Teón. El ms. P la tiene en el margen, se omite en la traducción del árabe 
de Campano y los mss. que la tienen la presentan en diferentes lugares. 
Simson la tacha de inútil, absurda y nada geométrica, pues sólo los núme
ros pueden multiplicarse y hay razones de las que no puede resultar núme
ro alguno, por ej. la de la diagonal del cuadrado a su lado, o la de la 
circunferencia del circulo a su diámetro, y otras semejantes. Aduce, por 
otra parte, que no se hallan vestigios de la definición ni en Euclides, ni en 
Arquimedes, ni en ningún otro geómetra de los antiguos que usan con 
frecuencia la razón compuesta. Concluye que la definición presente se 
debe a Teón, pues aparece en sus comentarios sobre la Descripción 
Magna de Tolemeo (cf. Simson, ed. cit., págs. 324-329).

41 Más literalmente: «que están bajo la misma altura» la hypó tó auto 
hypsos ónla.

Sean ABr, Aró triángulos y eí\  rz paralelogramos que 
tienen la misma altura.

Digo que como la base Br es a la base ró, así el trián
gulo ABr es al triángulo Aró y el paralelogramo r r  al parale- 
1 ogramo rz.

Pues prolongúese bó por cada lado hasta los puntos e, a, 
y háganse tantas rectas como se quiera bu, He iguales a la 
base Br, y tantas rectas como se quiera ak, ka iguales a la 
base ta. Y trácense ah, ao, ak, aa. Ahora bien, puesto que 
tb, bh, H e son iguales entre sí, los triángulos Aen, ahb, ABr 
son también iguales entre sí [I, 38]. Por tanto, cuantas veces 
la base e r es múltiplo de la base Br, tantas veces el trián
gulo Aer es múltiplo del triángulo ABr. Por lo mismo cuan
tas veces la base Ar es múltiplo de la base ró, tantas veces el 
triángulo AAr es también múltiplo del triángulo afa; y si la 
base er es igual a la base ta, el triángulo Aer es también 
igual al triángulo ArA [I, 38], y si la base e r excede a la 
base rA, el triángulo Aer excede también al triángulo ArA, y 
si es menor, es menor.

Habiendo, pues, cuatro magnitudes: dos bases Br, ró y 
dos triángulos ABr, Aró, se han tomado unos equimúltiplos 
de la base Br y del triángulo ABr, a saber: la base er  y el 
triángulo Aer, y, de la base ró y del triángulo AAr, otros 
equimúltiplos al azar, a saber: la base A r y el triángulo AA r; 

ahora bien, se ha demostrado que, si la base e r  excede a la
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base ta, el triángulo Aer excede también al triángulo aat, y 
si es igual, es igual, y si menor, menor. Por tanto, como la 
base Br es a la base ta, asi el triángulo ABr es al triángulo 
ArA [V, Def. 5],

Y puesto que el paralelogramo Er es el doble del trián
gulo ABr [I, 41] y el paralelogramo zr es el doble del trián
gulo ArA, mientras que las partes guardan la misma razón 
que sus mismos múltiplos [V, 15], entonces, como el trián
gulo ABr es al triángulo ArA, así el paralelogramo ei al para
lelogramo zr. Así pues, ya que se ha demostrado que, como 
la base Br es a la base i a, así el triángulo ABr es al triángulo 
ArA , y, como el triángulo ABr es al triángulo ArA asi el para
lelogramo Er es al paralelogramo rz, entonces, como la base 
Br es a la base tA, así el paralelogramo Er es al paralelo- 
gramo zr [V, 11],

Por consiguiente los triángulos y los paralelogramos que 
tienen la misma altura son entre si como sus bases. Q. E. D.

Proposición 2

Si se traza una recta paralela a uno de los lados de un 
triángulo, cortará proporcionalmente los lados del trián
gulo. Y si se cortan proporcionalmente los lados de un 
triángulo, la recta que une los puntos de sección será para
lela al lado restante del triángulo.

Trácese, pues, ae paralela a uno de los lados, Br, del 
triángulo ABr.

Digo que como ba es a aa, así re a ea.
Pues trácense be, ta.
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Entonces el triángulo bae es igual al triángulo tae: por
que están sobre la misma base, ae, y entre las mismas para
lelas, ae, Br [I, 38]; y el triángulo 
aae es algún otro (triángulo). Pero A 
las (magnitudes) iguales guardan la 
misma razón con una misma (mag
nitud) [V, 7]; entonces, como el 
triángulo bae es al (triángulo) aae, 
asi el triángulo TAE es al triángulo 
aae. Ahora bien, como el triángulo bae es al triángulo aae, 
así ba es a aa: porque teniendo la misma altura, a saber: la 
perpendicular trazada desde E hasta ab, son uno a otro como 
sus bases [VI, 1], Por la misma razón, como el triángulo tae 
es al triángulo aae, así te a ea; por tanto, como ba es a aa, 
así también te a ea [V, 11],

Por otra parte córtense proporcionalmente los lados ab, 
Ar del triángulo ABr, de modo que, como ba es a aa, así te a 
ea, y trácese ae.

Digo que ae es paralela a Br.
Pues, siguiendo la misma construcción, dado que, como 

ba es a aa, así te a ea, mientras que, como ba es a aa, así el 
triángulo bae es al triángulo aae, y, como te es a ea, así 
el triángulo i ae es al triángulo aae [VI, 1], entonces, como 
el triángulo bae es al triángulo aae, así el triángulo tae es al 
triángulo aae [V, 11], Por tanto cada uno de los triángulos, 
bae, tae, guarda la misma razón con el (triángulo) aae. Así 
pues el triángulo BAE es igual al triángulo tae [V, 9]; y están 
sobre la misma base, ae. Pero los triángulos que están sobre 
la misma base, están también entre las mismas paralelas [I, 
39], por tanto ae es paralela a Br.

Por consiguiente, si se traza una recta paralela a uno de 
los lados de un triángulo, cortará proporcionalmente los 
lados del triángulo. Y si se cortan proporcionalmente los la
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dos de un triángulo, la recta que une los puntos de sección 
será paralela al lado restante del triángulo. Q. E. D.

P r o p o s ic ió n  3
Si se divide en dos partes iguales un ángulo de un trián

gulo, y  la recta que corta el ángulo corta también la base, 
los segmentos de la base guardarán la misma razón que los 
restantes lados del triángulo; y, si los segmentos de la base 
guardan la misma razón que los lados restantes del trián
gulo, la recta trazada desde el vértice hasta la sección di
vidirá en dos partes iguales el ángulo del triángulo.

Sea ABr el triángulo, y divídase el ángulo BAr en dos 
partes iguales por la recta aa .

Digo que, como ba es a ta, así ba a a t .
Pues trácese por el (punto) r, te 

paralela a aa y, prolongada ba , coin
cida con ella en e .

Ahora bien, dado que la recta at 
ha incidido sobre las paralelas aa , 
Er, entonces el ángulo Are es igual 

al (ángulo) taa [I, 29]. Pero se ha supuesto que el (ángulo) 
taa es igual al (ángulo) baa ; así pues el (ángulo) baa es 
también igual al ángulo Are. Asimismo, dado que la (recta) 
bae  ha incidido sobre las paralelas aa , Er, el ángulo externo 
baa es igual al interno AEr [I, 29]. Pero se ha demostrado 
que el (ángulo) A re es también igual al (ángulo) baa, por 
tanto el ángulo ate  es también igual al (ángulo) AEr; de 
manera que el lado a e  es también igual al lado Ar [1,6],
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Y puesto que se ha trazado la (recta) a a  paralela a uno 
de los lados, Er, del triángulo b e e , entonces, proporcional
mente, como ba  es a Ar, así b a  a a e  [VI, 2].

Pero a e  es igual a A r. Por tanto, como ba  es a A r, así ba  

a a í .

Ahora bien, sea b a  a A r como ba  a  A r y  trácese a a .
Digo que el ángulo b a t  ha sido dividido en dos partes 

iguales por la recta a a .

Pues, siguiendo la misma construcción, dado que, como 
b a  es a A r así b a  a A r, pero también como ba  es a Ar, así b a  

a a e  — porque se ha trazado a a  paralela a uno de los lados 
Er del triángulo BrE [VI, 2]— , entonces, como b a  es a A r, 

así también b a  a a e  [V, 11], Por tanto a i  es igual a a e  [V,
9]; de manera que el ángulo AEr es también igual al (án
gulo) ArE [I, 5] Pero el (ángulo) AEr es igual al (ángulo) ex
terno b a a  [I, 29], y  el (ángulo) A rE  es igual al (ángulo) 
alterno t a a  [I, 29]; así pues el (ángulo) b a a  es también igual 
al (ángulo) t a a . Por tanto el ángulo BAr ha sido dividido en 
dos partes iguales por la recta a a .

Por consiguiente, si se divide en dos partes iguales un 
ángulo de un triángulo, y la recta que corta el ángulo corta 
también la base, los segmentos de la base guardan la misma 
razón que los restantes lados del triángulo. Y si los segmen
tos de la base guardan la misma razón que los lados restan
tes del triángulo, la recta trazada desde el vértice hasta la 
sección dividirá en dos partes iguales el ángulo del trián
gulo.
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Proposición 4

En los triángulos equiángulos, los lados que compren
den los ángulos iguales son proporcionales y  los lados que 
subtienden los ángulos iguales son correspondientes.

Sean ABr, ai e triángulos equiángulos con el ángulo ABr 
igual al ángulo ate, y el ángulo BAr igual al tae y además el 
(ángulo) atb igual al (ángulo) tea.

Digo que en los triángulos ABr, 
ArE, los lados que comprenden los 
ángulos iguales son proporcionales 
y los (lados) que subtienden los án
gulos iguales son correspondientes. 

Pónganse, pues, en línea recta 
' Br, te. Y dado que los ángulos ABr,

ai b son menores que dos rectos [I, 17], y el (ángulo) Ara es 
igual al (ángulo) AEr, entonces los (ángulos) ABr, AEr son 
menores que dos rectos; por tanto ba, ea, prolongadas, se 
encontrarán [I, Post. 5]. Prolongúense y encuéntrense en z.

Y puesto que el ángulo ArE es igual al (ángulo) abe, bz 
es paralela a i a [I, 28], Puesto que, a su vez, el (ángulo) aib 
es igual al (ángulo) aei, ai es paralela a ze [I, 28], Por tanto 
zai a es un paralelogramo; luego za es igual a Ar y Ar a za 
[1, 34], Ahora bien, dado que ai ha sido trazada paralela a 
uno (de los lados), ze, del triángulo zbe, entonces, como ba 
es a az, así Br a ie  [VI, 2]. Pero az es igual a ta; por tanto, 
como ba es a i a, así bi a te, y, por alternancia, como ab es 
a bi , así Ar a rE [V, 16]. Asimismo, puesto que ta es para
lela a bz, entonces, como Br es a i e, asi za a ae [VI, 2],

Pero za es igual a at; por tanto, como Br es a te, así at a 
ae, y, por alternancia, como Br es a ta, así te a ea [V, 16]. 
Así pues, ya que se ha demostrado que, como ab es a Br, así 
Ar a te, y como Br es a ta, así te a ea, entonces, por igual
dad, como ba es a at, así ta es a ae [V, 22],

Por consiguiente, en los triángulos equiángulos los lados 
que comprenden los ángulos iguales son proporcionales y 
los lados que subtienden los ángulos iguales son corres
pondientes. Q. E. D.

Proposición 5

Si dos triángulos tienen los lados proporcionales, los 
triángulos serán equiángulos y  tendrán iguales los ángulos 
a los que subtienden los lados correspondientes.

Sean ABr, aez dos triángulos que tienen los lados pro
porcionales, es decir que como ab es 
a Br, así ae a ez, y como B r es a ta, 
así ez a za, y, además, como ba es a 
Ar, asi ea a az.

Digo que el triángulo ABr y el 
triángulo aez son equiángulos y 
tendrán iguales los ángulos a los que 
subtienden los lados correspondientes, a saber: el (ángulo) 
ABr al (ángulo) aez, el (ángulo) BrA al (ángulo) eza y 
además el (ángulo) BAr al (ángulo) eaz.

Pues construyase en la recta EZ y en sus puntos E, z, el 
ángulo zeh igual al ángulo ABr [I, 23]; entonces el (ángulo) 
restante correspondiente a A es igual al (ángulo) restante co
rrespondiente a H [I, 32].
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Por tanto el triángulo ABr y el triángulo ehz son equián
gulos. Luego en los triángulos ABr, ehz los lados que com
prenden los ángulos iguales son proporcionales, y los (la
dos) que subtienden los ángulos iguales son correspondien
tes [VI, 4]; entonces como ab es a be, he es a EZ. Ahora 
bien, se ha supuesto que como ab es a Br, así ae es a ez; por 
tanto, como ae es a ez, así hz a ez [V, 11]. Así pues, cada 
una de las (rectas) AE, he guarda la misma razón con ez; por 
tanto ae es igual a HE [V, 9]. Por la misma razón, az es tam
bién igual a hz. Así pues, dado que ae es igual a eh y ez es 
común, los dos (lados) ae, ez son iguales a los dos (lados) 
HE, ez; y la base AZ es igual a la base zh; entonces el ángulo 
aez es igual al ángulo hez [I, 8], y el triángulo aez igual al 
triángulo hez, y los ángulos restantes iguales a los ángulos 
restantes, aquellos a los que subtienden los lados iguales [I, 
4], Por tanto el ángulo aze es también igual al (ángulo) hze, 
y el (ángulo) eaz al (ángulo) ehz. Y, dado que el (ángulo) 
zea es igual al (ángulo) hez, y el (ángulo) hez es igual al 
(ángulo) ABr, entonces el ángulo ABr es también igual al 
(ángulo) aez. Por la misma razón el (ángulo) ArB es tam
bién igual al (ángulo) AZE, y además el (ángulo) correspon
diente a A es igual al (ángulo) correspondiente a a; por tanto 
el triángulo ABr y el triángulo aez son equiángulos.

Por consiguiente, si dos triángulos tienen los lados pro
porcionales, los triángulos serán equiángulos y tendrán igua
les los ángulos a los que subtienden los lados correspon
dientes. Q. E. D.



LIBRO VI 65

Proposición 6

Si dos triángulos tienen un ángulo (del uno) igual a un 
ángulo (del otro) y  tienen proporcionales los lados que com
prenden los ángulos iguales, los triángulos serán equián
gulos y  tendrán iguales los ángulos a los que subtienden los 
lados correspondientes

Sean abi, aez dos triángulos que tienen un ángulo, BAr, 
igual a un ángulo, eaz, y tienen proporcionales los lados 
que comprenden los ángulos iguales, esto es: como ba es a 
Ar, así ea a az.

Digo que el triángulo A B r y el triángulo aez son equián
gulos y tendrán el ángulo A B r igual 
al ángulo aez y el (ángulo) ArB al 
(ángulo) aze.

Construyase, pues, en la recta az 
y en sus puntos a, z, el (ángulo) zah 
igual a uno de los (ángulos) BAr, 
eaz, y el (ángulo) azh igual al 
(ángulo) ArB [I, 23]; entonces el ángulo restante corres
pondiente a B es igual al ángulo restante correspondiente a H 
[I, 32],

Por tanto, el triángulo ABr y el triángulo AHZson equián
gulos. Luego, proporcionalmente, como ba es a Ar, así ha a 
az [VI, 4]. Pero se ha supuesto también que como ba es a 
Ar, así ea a az; luego también como ea es a az, así ha a az 
[V, 11], Por tanto ea es igual a ah [V, 9] y az es común; en
tonces los dos (lados) ea, az, son iguales a los dos (lados) 
HA, az; y el ángulo eaz es igual al ángulo haz; luego la base

191.-5
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ez es igual a la base hz, y el triángulo aez es igual al trián
gulo haz, y los ángulos restantes serán iguales a los ángulos 
restantes, aquellos a los que subtienden los lados iguales [I, 
4], Por tanto el (ángulo) azh es igual al (ángulo) aze, y el 
(ángulo) ahz al (ángulo) aez. Pero el (ángulo) azh es igual 
al (ángulo) aeb; luego el (ángulo) A ra  es igual al (ángulo) 
aze. Ahora bien, se ha supuesto que también el (ángulo) 
BAr es igual al (ángulo) eaz; por tanto, el (ángulo) restante 
correspondiente a B es igual al (ángulo) restante correspon
diente a e [I, 32]; luego el triángulo ABr y el triángulo aez 
son equiángulos.

Por consiguiente, si dos triángulos tienen un ángulo (de 
uno) igual a un ángulo (del otro) y tienen proporcionales los 
lados que comprenden los ángulos iguales, los triángulos se
rán equiángulos y tendrán iguales los ángulos a los que 
subtienden ¡os lados correspondientes. 0- E. D.

Proposición 7

Si dos triángulos tienen un ángulo de uno igual a un án
gulo de otro y  tienen proporcionales los lados que com
prenden los otros ángulos, y tienen los restantes ángulos 
parejamente menores o no menores que un recto, los trián
gulos serán equiángulos y tendrán iguales los ángulos que 
comprenden los lados proporcionales.

Sean a b e , a e z  dos triángulos que tienen un ángulo (de 
uno) igual a u n  ángulo (del otro): el b a e  al h a z , y  los lados 
que comprenden los otros ángulos a b e , a e z , proporcionales, 
a saber: como a b  es a b e , así a e  a e z ; y  tengan, en primer 
lugar, los restantes (ángulos) correspondientes a e , z  meno
res que un recto.
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Digo que el triángulo ABr y el triángulo aez son equián
gulos y el ángulo ABr será igual al 
(ángulo) aez, y el ángulo restante, 
es decir, el correspondiente a r, 
igual al (ángulo) restante correspon
diente a z.

Pues si el (ángulo) ABr no es b 
igual al ángulo aez, uno de ellos es 
mayor. Sea mayor el ángulo ABr. Y 
construyase en la recta a b  y en su punto B el ángulo a b u  

igual al (ángulo) aez [I, 23].
Y dado que el ángulo a  es igual al a y el (ángulo) a b h  al 

(ángulo) aez, entonces el (ángulo) restante a h b  es igual al 
(ángulo) restante aze [I, 32]. Luego el triángulo a b h  y  el 
triángulo aez son equiángulos. Por tanto, como a b  es a b u , 

así ae a EZ. Pero se ha supuesto que, como ae es a ez, a b  es 
a Br; entonces a b  guarda la misma razón con cada una de 
las (rectas) Br, b h  [V, 11]; por tanto Br es igual a b h  [V, 9]. 
De modo que también el ángulo correspondiente a r e s  igual 
al (ángulo) BHr [I, 5]. Ahora bien, el (ángulo) correspon
diente a r se ha supuesto menor que un recto; por tanto el 
(ángulo) BHr es también menor que un recto; de modo que 
el adyacente a él, a h b , es mayor que un recto [I, 13]. Pero 
se ha demostrado que es igual al correspondiente a z; enton
ces el correspondiente a z  es también mayor que un recto; 
pero se ha supuesto menor que un recto, lo cual es absurdo. 
Por tanto no es el caso de que el ángulo ABr no sea igual al 
(ángulo) aez; luego es igual. Y el (ángulo) correspondiente 
a a  es igual al ángulo correspondiente a a ; así pues, el 
(ángulo) restante correspondiente a r es igual al (ángulo) 
restante correspondiente a z [I, 32], Por tanto el triángulo 
ABr y  el triángulo aez son equiángulos.
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Pero supóngase a su vez que cada uno de los ángulos 
correspondientes a r, z  no son menores que un recto.

Digo ahora que también en este caso el triángulo A B r y  

el triángulo a ez  son equiángulos.

menores que dos rectos, lo cual es imposible [I, 17]. Por 
tanto, una vez más no es el caso de que el (ángulo) ABr no 
sea igual al (ángulo) a e z ; luego es igual. Pero el (ángulo) 
correspondiente a a  es igual al (ángulo) correspondiente a a ; 
así pues, el (ángulo) restante correspondiente a r es igual al 
(ángulo) restante correspondiente a z [I, 32]. Luego el trián
gulo ABr y el triángulo a e z  son equiángulos.

Por consiguiente, si dos triángulos tienen un ángulo (de 
uno) igual a un ángulo (de otro) y tienen proporcionales los 
lados que comprenden los otros ángulos y tienen los restan
tes ángulos parejamente menores o no menores que un rec
to, los triángulos serán equiángulos y tendrán iguales los 
ángulos que comprenden los lados proporcionales. Q. E. D.

B

Pues, siguiendo la misma cons
trucción, demostraríamos de manera 
semejante que Br es igual a bh; de 
modo que el ángulo correspondiente 
a r  es también igual al (ángulo) BHr 
[I, 5], Pero el (ángulo) correspon
diente a r no es menor que un recto. 
Entonces el (ángulo) BHr tampoco es 
menor que un recto. Así que los dos 
ángulos del triángulo BHr no son
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Proposición 8

Si en un triángulo rectángulo se traza una perpendicu
lar desde el ángulo recto hasta la base, los triángulos ad
yacentes a la perpendicular son semejantes al (triángulo) 
entero y  entre sí.

Sea a b i ' el triángulo rectángulo que tiene el ángulo recto 
b a t , y trácese desde a  hasta B r la perpendicular a a .

Digo que cada uno de los triángulos a b a , AAr es seme
jante al (triángulo) entero A B r y  también (son semejantes) 
entre sí.

Pues como el (ángulo) BAr es 
igual al (ángulo) a a b : porque cada 
uno de ellos es recto; y el (ángulo) 
correspondiente a b es común a los 
dos triángulos ABr, a b a , entonces, el B a r
(ángulo) restante ArB es igual al (án
gulo) restante b a a  [I, 32]; por tanto, el triángulo ABr y el 
triángulo a b a  son equiángulos. Luego, como el (lado) Br 
que subtiende el (ángulo) recto del triángulo ABr es al (lado) 
b a  que subtiende el (ángulo) recto del triángulo a b a , asi el 
propio (lado) a b  que subtiende el ángulo correspondiente a 
r del triángulo ABr es al (lado) ba  que subtiende el (ángulo) 
igual b a a  del triángulo a b a , y también el (lado) A r al (lado) 
a a  que subtiende el ángulo correspondiente a b  común a los 
dos triángulos [VI, 4], Por tanto el triángulo ABr y el trián
gulo a b a  son equiángulos y tienen proporcionales los lados 
que comprenden los ángulos iguales. Entonces el triángulo 
ABr es semejante al triángulo a b a  [VI, Def. 1],
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De manera semejante demostraríamos que también el 
triángulo ABr es semejante al triángulo AAr; por tanto cada 
uno de los (triángulos) a b a , AAr son semejantes al (trián
gulo) entero ABr.

Digo ahora que los triángulos a b a , AAr son también se
mejantes entre sí.

Pues como el (ángulo) recto b a a  es igual al (ángulo) 
recto AAr y además se ha demostrado que también el (án
gulo) b a a  es igual al correspondiente a r, entonces el 
(ángulo) restante correspondiente a b es igual al (ángulo) 
restante a a t  [1. 32]; por tanto el triángulo a b a  y el triángulo 
a a i son equiángulos. Luego, como el (lado) BA que sub
tiende al (ángulo) b a a  del triángulo a b a  es al (lado) a a  que 
subtiende al (ángulo) correspondiente a r del triángulo A A r, 

igual al (ángulo) b a a , así el propio (lado) a a  que subtiende 
el ángulo correspondiente a b  del triángulo a b a  es al (lado) 
ai que subtiende el (ángulo) AAr del triángulo AAr, igual al 
ángulo correspondiente a b , y también el (lado) b a  al (lado) 
Ai', los cuales subtienden los (ángulos) rectos [VI, 4], En
tonces el triángulo a b a  es semejante al triángulo a a i ' [VI, 
Def. 1].

Por consiguiente, si en un triángulo rectángulo se traza 
una perpendicular desde el ángulo recto hasta la base, los 
triángulos adyacentes a la perpendicular son semejantes al 
(triángulo) entero y entre sí.

Porisma:
A partir de esto queda claro que si en un triángulo rec

tángulo se traza una perpendicular desde el ángulo recto 
hasta la base, la recta trazada es la media proporcional de 
los segmentos de la base. Q. E. D.42.

42 En el texto griego aparecen algunas lincas tras la cláusula del po- 
risnia (hó /)er é d c i d e ix a i)  «y  además el lado adyacente al segmento es una
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Proposición 9

Quitar de una recta dada la parte que se pida.

Sea a b  la  recta dada.
Así pues, hay que quitar de a b  la parte que se pida.
Pues pídase la tercera parte. Trá

cese una recta a t  a partir de a  que 
comprenda junto con a b  un ángulo 
cualquiera43; y  tómese un punto al 
azar a  en la (recta) A r, y  háganse a e ,

Er iguales a a a  [I, 3]. Y trácese Br; 
y, por el (punto) a, trácese az paralela a ella [I, 31].

Puesto que se ha trazado z a  paralela a uno de los lados, 
Br, del triángulo ABr, entonces, proporcionalmente, como i a  

es a a a , así BzazA  [VI, 2]. Pero ta  es el doble de a a ; por 
tanto b z  es también el doble de z a ; luego b a  e s  el triple d e  

AZ.
Por consiguiente, se ha quitado de la recta dada a b  la 

tercera parte que se pedía. Q. E. F.

media proporcional entre la base y uno cualquiera de los segmentos». Hei- 
berg considera estas palabras interpoladas porque, además de encontrarse 
detrás de la cláusula, faltan en algunos de los mejores mss., si bien P y 
Campano cuentan con ellas omitiendo la cláusula. Su punto de vista pa
rece confirmado por el hecho de que, mientras que la primera parte del 
porisma se cita en varias ocasiones (VI 13, lema anterior a X 33, lema 
posterior a XIII 3), la segunda aparecerá con una prueba independiente en 
otros lugares.

43 La expresión que aparece aquí y en las dos proposiciones siguientes 
es tychoúsa gónía semejante a tvehón sémeíon que he traducido como «un 
punto al azar». Pero aquí no se trata de «tomar» un ángulo sino de trazar 
una recta de manera que forme un ángulo «cualquiera» con otra recta.
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Proposición 10

Dividir una recta dada no dividida de manera seme
jante a una recta dada ya dividida.

Sea ab la recta dada no dividida y at la dividida en los 
puntos A, E, y coloqúense de modo que comprendan un án
gulo cualquiera y trácese re, y, por los (puntos) a, e , trá
cense az, eh paralelas a Br, y, por el (punto) a, trácese ask 
paralela a ab [I, 31].

Entonces, cada una de las (figuras) ze , eB es un parale-

z h b K.0 a 0 A [VI, 2], Pero K0 es igual a

ea, así bh a hz. Como a su vez se ha trazado la (recta) za 
paralela a uno de los lados he del triángulo ahe, entonces, 
proporcionalmente, como ea es a aa, así hz a za [VI, 2]. 
Pero se ha demostrado que también como te es a ea, así BH 
a hz. Por tanto, como te es a ea, así bh a hz, y como ea es 
a aa, así hz a za.

Por consiguiente, se ha dividido la recta dada no dividi
da ab de manera semejante a la recta dada ya dividida Ar. 
Q. E. F.

r
logramo; por tanto A0 es igual a 
zh y 0K a hb [I, 34], Ahora bien, 
como se ha trazado la recta 0 E 
paralela a uno de los lados, KT, del 
triángulo a k t , entonces, propor
cionalmente, como re es a ea, así

bh y 0A a hz. Luego como re es a
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Proposición 11

Dadas dos rectas, hallar una tercera proporcional44

Sean b a , a i ' las (rectas) dadas y  pónganse compren
diendo un ángulo cualquiera.

Así pues hay que hallar una ter
cera (recta) proporcional a b a , A r.

Prolongúense, pues, hasta los 
puntos a , E, y  hágase b a  igual a A r 

[I, 3], trácese B r, y , por el punto a , 

trácese a e  paralela a ella [1,31].
Entonces, dado que ha sido tra

zada Br paralela a uno de los lados, 
a e , del triángulo a a e , proporcional
mente, como a b  es a b a , así Ar a a e  [VI, 2]. Pero ba  es igual 
a Ar. Por tanto, como a b  es a Ar, así Ar a i e .

Por consiguiente, dadas dos rectas a b , Ar, se ha hallado 
una tercera TE proporcional a  ellas. Q. E. F.

44 La traducción de proseuriskein por «hallar» no refleja exactamente 
lo que quiere decir en griego, pues proseuriskein no es sinónimo de heu- 
riskein, sino que se refiere a una operación que consiste en completar una 
secuencia de segmentos de recta mediante la construcción de un nuevo 
segmento que tenga una relación determinada con los segmentos dados. 
En este mismo sentido se aplica a series de números en los libros de arit
mética (cf. IX 18 y 19).



74 ELEMENTOS

Proposición 12

Dadas tres rectas, hallar una cuarta proporcional45.

Sean a, b, r las tres rectas dadas.
Así p u e s  h a y  q u e  h a l l a r  u n a  

c u a r ta  p r o p o r c io n a l  a  A, b , r .

Dispónganse46 las dos rectas ae, 
az comprendiendo el ángulo eaz; 
hágase ah igual a a , he igual a B, y 
además a© igual a r; y, una vez tra
zada H©, trácese por el (punto) E la 
(recta) ez paralela a ella (I, 31].

Así pues, dado que h© ha sido trazada paralela a uno de 
los lados, ez, del triángulo aez, entonces, como ah es a HE, 
asi a© a ©z [VI, §2]. Pero ah es igual a a, he a b y a© a r; 
por tanto, como a  es a b , así r es a ez.

Por consiguiente, dadas tres rectas, a, b, r, se ha hallado 
una cuarta proporcional ©z. Q. E. F.

Proposición 13

Dadas dos rectas, hallar una media proporcional. 

Sean a b , B r la s  d o s  r e c ta s  d a d a s .

45 Se trata de un caso particular de la proposición 12. Para el signifi
cado de proseurein, cf. nota 44.

46 Euclidcs utiliza aquí ekkeíslhósan «dispónganse», en lugar del sim
ple keisthosan «pónganse», mucho más frecuente
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Así pues hay que hallar una media proporcional a las 
(rectas) ab, Br.

la  r e c ta  a p , y  t r á c e n s e  a a , a i\

Puesto que el (ángulo) a a t  es un ángulo en un semi
círculo, es recto [III, 31]. Y, dado que en el triángulo rectán
gulo AAr se ha trazado la perpendicular a b  desde el ángulo 
recto hasta la base, entonces a b  es una media proporcional 
entre los segmentos de la base, a b , Br [VI, 8, porisma].

Por consiguiente, dadas dos rectas, ab, Br, se ha hallado 
una media proporcional, a b . Q. e . f . 47.

En los paralelogramos iguales y  equiángulos entre sí, 
los lados que comprenden los ángulos iguales están inver
samente relacionados, y  aquellos paralelogramos equián
gulos que tienen los lados que comprenden los ángulos 
iguales inversamente relacionados, son iguales.

Sean a b , Br paralelogramos iguales y equiángulos que 
tienen iguales los ángulos correspondientes a B, y pónganse 
en línea recta los (lados) AB, b e ; entonces z b , b h  también 
están en linea recta [I, 14].

47 Esta proposición del libro VI, versión de la II, 14, es equivalente a 
la extracción de la raíz cuadrada y, además, nos permite, dada una razón 
entre lineas rectas, hallar la razón que es su «subduplicada», o, dicho de 
otro modo, la razón de la que ella es la duplicada.

Pónganse en línea recta, y des
críbase sobre a t  el semicirculo a a t  

y  trácese a partir del punto B la (rec
ta) b a  formando ángulos rectos con a b r

Proposición 14
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Digo que en los (paralelogramos) ab, Br, los lados que 
comprenden los ángulos iguales 
están inversamente relacionados, es 
decir que como ab es a BE, así hb a 
BZ.

Pues complétese el paralelogra- 
mo ze. Así pues, dado que el parale- 
logramo ab es igual al paralelogra- 

mo Br, mientras que ze es otro (paralelogramo), entonces 
como el (paralelogramo) ab es al (paralelogramo) ze, así el 
paralelogramo Br al (paralelogramo) ze [V, 7]. Pero como 
el (paralelogramo) ab es al (paralelogramo) ze, así el (lado) 
ab al (lado) be [VI, 1], y como el paralelogramo Br es al 
(paralelogramo) ze, así el (lado) hb al (lado) bz [VI, 1]; en
tonces, como ab es a be, así hb a bz [V, 11], Por tanto, en' 
los paralelogramos ab, bi\  los lados que comprenden los 
ángulos iguales están inversamente relacionados.

Ahora bien, sea hb a bz como ab es a be.
Digo que el paralelogramo ab es igual al paralelogramo

Br.
Pues dado que, como ab es a be, así hb a bz, mientras 

que, como ab es a be, así el paralelogramo ab al paralelo- 
gramo ZE [VI, 1], y como hb es a bz, así el paralelogramo Br al paralelogramo ze [VI, 1], entonces, como ab es a ze, 
así Br a ze [V, 11]; por tanto el paralelogramo ab es igual al 
paralelogramo Br [V, 9].

Por consiguiente, en los paralelogramos iguales y equi
ángulos, los lados que comprenden los ángulos iguales están 
inversamente relacionados, y aquellos que tienen los lados 
que comprenden los ángulos iguales inversamente relacio
nados, son iguales. Q. E. D.



LIBR O  VI 77

Proposición 15

En los triángulos iguales que tienen un ángulo (de uno) 
igual a un ángulo (del otro), los lados que comprenden los 
ángulos iguales están inversamente relacionados. Y aque
llos triángulos que tienen un ángulo (de uno) igual a un án
gulo (del otro) cuyos lados que comprenden los ángulos 
iguales están inversamente relacionados, son iguales.

Sean ABr, aae triángulos iguales que tienen un ángulo 
(de uno) igual a un ángulo (del otro), 
a saber: el ángulo BAr al ángulo aae.

Digo que en los triángulos abi, 
aae, los lados que comprenden ios 
ángulos iguales están inversamente 
relacionados, es decir, que como ta 
es a aa, así ea a ab.

Pues hágase de modo que ta esté en línea recta con aa; 
entonces ea está también en línea recta con ab [1, 14]. Y 
trácese ba.

Así pues, dado que el triángulo A B r es igual al triángulo 
aae y baa es otro (triángulo), entonces, como el triángulo 
tab es al triángulo baa, así el triángulo eaa es al triángulo 
baa (V, 7],

Pero como el (triángulo) tab es al (triángulo) baa, así la 
(base) ta es a la (base) aa [VI, 1], y, como el (triángulo) 
eaa es al (triángulo) baa, así la (base) ea a la (base) AB. 
Entonces, como ta es a aa, así ea a ab. Por tanto en los 
triángulos ABr, aae, los lados que comprenden los ángulos 
iguales están inversamente relacionados.
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Pero, ahora, estén inversamente relacionados los lados 
de los triángulos ABr, aae y sea ea a ab como ta a aa.

Digo que el triángulo ABr es igual al triángulo aae.
Pues, trazada de nuevo ba, dado que, como ta es a aa, 

así ea a ab, mientras que, como I a es a aa, así el trián
gulo ABr al triángulo baa, y, como ea es a ab, así el 
triángulo eaa al triángulo baa [VI, 1], entonces, como el 
triángulo ABr es al triángulo baa, así el triángulo eaa al 
triángulo baa [V, 11). Así pues, cada uno de los (triángulos) 
ABr, eaa guardan la misma razón con el (triángulo) baa. Por 
tanto el (triángulo) ABr es igual al (triángulo) eaa [V, 9).

Por consiguiente, en los triángulos iguales que tienen un 
ángulo (de uno! igual a un ángulo (del otro), los lados que 
comprenden los ángulos iguales están inversamente relacio
nados; y aquellos triángulos que tienen un ángulo (de uno) 
igual a un ángulo (del otro), cuyos lados que comprenden 
los ángulos iguales están inversamente relacionados, son 
iguales. 0- E. D.

Proposición 16

Si cuatro rectas son proporcionales, el rectángulo com
prendido por las extremas es igual al rectángulo compren
dido por las medias; y  si el rectángulo comprendido por las 
extremas es igual al rectángulo comprendido por las me
dias, las cuatro rectas serán proporcionales.

Sean a b , i a , e, z cuatro rectas proporcionales, a saber: 
como a b  es a i a , así e a z.

Digo que el rectángulo comprendido por a b , z  es igual 
al rectángulo comprendido por i a , e .

Trácense a partir de los puntos a , r , las (rectas) ah , r e  
que formen ángulos rectos con las rectas ab, ta, y hágase

H

A B

e

r A

E Z

ah igual a z, y re  igual a E. Y complétense los paralelogra- 
mos BH, A0.

Pues bien, dado que, como ab es a ta, asi e a z, mientras 
que e es igual a re  y z a ah, entonces, como ab es a ta, así 
r e  a ah. Por tanto, en los paralelogramos bh, Ae, los lados 
que comprenden los ángulos iguales son inversamente pro
porcionales; y aquellos paralelogramos equiángulos, que 
tienen los lados que comprenden los ángulos iguales inver
samente proporcionales, son iguales [VI, 14); luego el para- 
lelogramo bh es igual al paralelogramo Ae. Y bh es el 
(rectángulo comprendido) por ab, z : porque ah es igual a z. 
Pero A6 es el (rectángulo comprendido) por rA, E: porque E 
es igual a r e ;  entonces, el rectángulo comprendido por ab, z 
es igual al rectángulo comprendido por rA, E.

Pero, ahora, sea igual el rectángulo comprendido por ab, 
z  al rectángulo comprendido por rA, e.

Digo que las cuatro rectas serán proporcionales, a saber: 
como ab es a rA, así e  a z.

Pues, siguiendo la misma construcción, dado que el 
(rectángulo comprendido) por ab, z  es igual al (rectángulo 
comprendido) por rA, e, y el (rectángulo comprendido) por 
ab, z es el (rectángulo) bh: porque ah es igual a z; mientras 
que el (rectángulo comprendido) por rA, e es el (rectángulo) 
Ae: porque re es igual a e; entonces bh es igual a Ae. Y son
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Por consiguiente, si tres rectas son proporcionales, el 
rectángulo comprendido por las extremas es igual al cua
drado de la media; y si el rectángulo comprendido por las 
extremas es igual al cuadrado de la media, las tres rectas se
rán proporcionales. Q. E. D.

Proposición 18

A partir de una recta dada, construir una figura rectilí
nea semejante y  situada de manera semejante a una figura 
rectilínea dada.

Sea ab la recta dada y re la figura rectilínea dada.
Así pues, hay que construir, so

bre la recta ab, una figura rectilínea 
semejante y situada de manera se
mejante a la figura rectilínea re.

Trácese a z , y construyase sobre 
la recta ab y en sus puntos a, b el 

ángulo hab igual al ángulo correspondiente a r, y el (ángu
lo) abh igual al (ángulo) t a z  [I, 23]. Entonces el (ángulo) 
restante rZA es igual al (ángulo) ahb [I, 32]; así pues el 
triángulo zrA y el triángulo hab son equiángulos. Entonces, 
proporcionalmente, como z a  es a hb, así zr a ha, y ta  a ab

[VI, 4],
Construyase a su vez, sobre la recta BH y en sus puntos 

b , h , el (ángulo) BH0 igual al (ángulo) a z e , y el (ángulo) 
HBe igual al (ángulo) z a e  [I, 23], Entonces el (ángulo) res
tante correspondiente a e  es igual al (ángulo) restante co
rrespondiente a 0  [I, 32]; por tanto el triángulo z a e  y el 
triángulo H0B son equiángulos. Así pues, proporcional

mente, como z a  es a hb, así z e  a H 0  y e a  a 0B  [VI, 4], Pero 
se ha demostrado que también, como z a  es a hb, así z r  a ha 
y t'A a ab; por tanto, asimismo, como zi es a ah, así ta a ab 
y z e  a He y también e a  a 0B . Y, dado que el (ángulo) rzA  es 
igual al (ángulo) ahb, y el (ángulo) a z e  al (ángulo) BH 0, 

entonces, el ángulo entero rZE es igual al (ángulo) entero 
A H 0. Por lo mismo, el ángulo t a e  es también igual al 
(ángulo) AB0. Pero el (ángulo) correspondiente a r es tam
bién igual al (ángulo) correspondiente a a, y el (ángulo) co
rrespondiente a e , al correspondiente a 0 .  Entonces la figura 
A 0 es de ángulos iguales a (los de) la (figura) re; y tienen 
proporcionales los lados que comprenden los ángulos igua
les; por tanto, la figura rectilínea A 0  es semejante a la figura 
rectilínea re [VI, Def. 1],

Por consiguiente, a partir de la recta ab, se ha construido 
la figura rectilínea A 0 , semejante y  situada de manera seme
jante a la figura rectilínea dada re. Q. E. F .49.

Proposición 19

Los triángulos semejantes guardan entre sí la razón du
plicada de sus lados correspondientes.

44 Simson pone las siguientes objeciones a esta demostración:
a. Sólo se demuestra en el caso de los cuadriláteros, sin decir de qué 

forma se puede extender a las figuras rectilíneas de cinco o más lados.
b. En los triángulos equiláteros entre sí, se infiere que el lado del uno 

es al lado correspondiente del otro como el otro lado del primero a su lado 
correspondiente del segundo, sin permutar las proporciones, contra la cos
tumbre de Euclides (cf. Simson, ed. cit., pág. 324). Heath no concede 
importancia a las objeciones de Simson (cf. H eath , ed. cit., pág. 231).
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equiángulos. Pero en los paralelógramos iguales y equián
gulos, los lados que comprenden los ángulos iguales están 
inversamente relacionados [VI, 14]. Así pues, como ab es a 
ta, así re a ah. Pero re es igual a e y ah a z; por tanto, 
como ab es a ta, así e a z.

Por consiguiente, si cuatro rectas son proporcionales, el 
rectángulo comprendido por las extremas es igual al rectán
gulo comprendido por las medias; y si el rectángulo com
prendido por las extremas es igual al rectángulo comprendi
do por las medias, las cuatro rectas serán proporcionales. 
Q. E. D.48.

P roposición  17
. y  ... ' T V ' - - .

S i  t r e s  r e c t a s  s o n  p r o p o r c io n a l e s ,  e l  r e c t á n g u lo  c o m 
p r e n d i d o  p o r  la s  e x t r e m a s  e s  i g u a l  a l  c u a d r a d o  d e  la  m e 
d ia ;  y  s i  e l  r e c t á n g u lo  c o m p r e n d id o  p o r  la s  e x t r e m a s  e s  
i g u a l  a l  c u a d r a d o  d e  la  m e d ia ,  l a s  t r e s  r e c t a s  s e r á n  p r o 
p o r c io n a l e s .

48 Esta proposición es un caso particular de VI 14, pero merece consi
deración aparte. Se podría enunciar también de la siguiente forma: «Los 
rectángulos que tienen sus bases inversamente relacionadas con sus altu
ras, tienen la misma área; y los rectángulos iguales tienen sus bases 
inversamente relacionadas con sus alturas». Ahora bien, como cualquier 
paralclogramo es igual al rectángulo que tiene la misma base y la misma 
altura, y cualquier triángulo es igual a la mitad del paralclogramo que 
tiene la misma base y la misma altura, se sigue que: «Los paralclogramos 
o triángulos iguales tienen sus bases inversamente relacionadas con sus 
alturas y viceversa».

Éste sería el lugar idóneo para incluir las proposiciones que Simson 
añade al libro VI como proposiciones B, C y D, que se prueban directa
mente siguiendo los procedimientos de VI, 16 (cf. S imson, cd. cit., págs. 
188-189).
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Sean a , b, r tres rectas proporcionales, a saber: como a |  
es a b, así B a r .

Digo que el rectángulo comprendido por a , r es igual al ■ 
cuadrado de b . 1}

Hágase a igual a b .
Y dado que a es a b como b es a r, y b es igual a a, en- |  

tonccs, como a es a b , así a  es a r. Pero, si cuatro rectas son

a *■ 

ii»

r>

II
proporcionales, el (rectángulo comprendido) por las extre
mas es igual al rectángulo comprendido por las medias [VI, 
16]. Entonces, el (rectángulo comprendido) por a , r es igual 
al (rectángulo comprendido) por b , a. Pero el (rectángulo 
comprendido) por b, a es el cuadrado de b : porque b es igual 
a a; por tanto el (rectángulo comprendido) por a , r es igual 
al (cuadrado) de B.

Pero ahora el (rectángulo comprendido) por A, r sea 
igual al (cuadrado) de b.

Digo que como a  es a B, así B a r .
Pues, siguiendo la misma construcción, dado que el 

(rectángulo comprendido) por a , r es igual al (cuadrado) de 
B, mientras que el cuadrado de b es el (rectángulo com
prendido) por b, a: porque b es igual a a; entonces el (rec
tángulo comprendido) por A, r es igual al (rectángulo 
comprendido) por b , a. Pero si el (rectángulo comprendido) 
por las extremas es igual al (rectángulo comprendido) por 
las medias, las cuatro rectas son proporcionales [VI, 16]! 
Entonces, como a es a b , así A a r. Pero b es igual a a; 
luego, como A es a b así b a r.

191 .-6
1
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Sean ABr, aez triángulos semejantes que tienen el ángu
lo correspondiente a B igual al correspondiente a e, tales 

que50, como ab es a Br, asi ae es a 
ez, de modo que Br corresponda a 
ez [V, Def. 11],

Digo que el triángulo ABr guarda 
con el triángulo aez una razón du
plicada de la que (guarda) bi con ez. 

Tómese, pues, la tercera propor
cional, bh, a las (rectas) Br, ez, de modo que, como Br es a 
ez, así ez a bh [VI, 11]; y trácese ah.

Así pues, dado que, como ab es a Br, así ae a ez, enton
ces, por alternancia, como ab es a ae, así Br a ez [V, 16]. 
Pero, como bi es a ez, así Ez a bh. Por tanto, también, como 
ab es a ae, así EZ a bh [V, 11]; luego en los triángulos abh, 
aez, los lados que comprenden los ángulos iguales son in
versamente proporcionales. Y aquellos triángulos que tienen 
un ángulo (de uno) igual a un ángulo (del otro), cuyos lados 
que comprenden los ángulos iguales son inversamente pro
porcionales, son iguales [VI, 15]. Por tanto el triángulo abh 
es igual al triángulo aez. Ahora bien, dado que como B r es a 
ez, así EZ a BH, y, si tres rectas son proporcionales, la pri
mera guarda con la tercera una razón duplicada de la que 
(guarda) con la segunda [V, Def. 91, entonces bi guarda con 
BH una razón duplicada (de la) que (guarda) i b con EZ. Pero 
como i b  es a b i i , así el triángulo abi al triángulo abh [VI,
I], Entonces el triángulo a b i  guarda con el triángulo abh 
una razón duplicada (de la) que Br (guarda) con ez. Pero el 
triángulo abh es igual al triángulo aez; entonces el trián-

A

'" Literalmente: «que tiene el ángulo correspondiente a B igual al co
rrespondiente a l: y como \n es a n i, asi .u a 1/

Sobre el sentido de «duplicada» cf nota '>
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guio  ABr guarda con el triángulo  a ez  una razón  duplicada 
de la  que Br (guarda) con e z .

Por consiguiente, los triángulos semejantes guardan en
tre sí una razón duplicada (de la que guardan) los lados co
rrespondientes.

Porisma:
A partir de esto queda claro, que, si tres rectas son pro

porcionales, entonces, como la primera es a la tercera, así la 
figura construida sobre la primera es a la figura construida 
de manera semejante sobre la segunda51.

P r o p o s ic ió n  20

Los polígonos semejantes se dividen en triángulos seme
jantes e iguales en número y  homólogos52 a los (polígonos)

51 En el porisma Euclides habla de la «figura» eidos construida sobre 
la primera recta y de la construida de manera semejante sobre la segunda. 
Si con la palabra «figura» se refiere a un triángulo, que es lo que aparece 
en la proposición, no habría ninguna dificultad, pero si se refiere a cual
quier figura rectilínea, el porisma no se establece realmente hasta la si
guiente proposición (VI, 20) y aquí estaría fuera de lugar. La corrección 
de eidos por trigónon «triángulo» se debe a Teón. En Campano y el ms. P 
aparece eidos. Heiberg concluye que debe leerse eidos y que Teón, viendo 
la dificultad que ello representaba llevó a cabo la corrección arriba men
cionada y añadió el porisma 2 a VI, 20, para aclarar el asunto. Para más 
detalles cf. Heath, ed. cit., págs. 234-235.

Entre el porisma y la cláusula, Heiberg atetiza unas lineas: «puesto que 
se ha demostrado que. como re es a b h , así el triángulo ABr al triángulo a b h , es decir al triángulo aez». Euclides no suele utilizar este tipo de acla
raciones en los porismas.

52 La expresión utilizada por Euclides es homologa lois hólois. Eucli
des utiliza homólogos para referirse a los términos correspondientes de 
una proporción (V, Def. 11). A partir de Arquimedes designa cualquier 
elemento geométrico que ocupe el mismo lugar en dos figuras entre las
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enteros y  un polígono guarda con el otro una razón dupli
cada de la que guarda el lado correspondiente con el lado 
correspondiente.

Sean abi ae, ZH0KA polígonos semejantes, y sea ab co
rrespondiente a ZH.

Digo que los polígonos abiae, zhoka se dividen en 
triángulos semejantes e iguales en número y homólogos a 
los (polígonos) enteros; y el polígono ABrAE guarda con el 
polígono ZH6KA una razón duplicada de (la que guarda) ab 
con zh.

Trácense be, Er, ha, a©.
Y puesto que el polígono ABrAE es semejante al polígo

no ZH0KA, el (ángulo) bae es igual al (ángulo) hza. Y, 
como ba es a ae, así hz a za [VI, Def. 1]. Así pues, dado 
que abe, zha son dos triángulos que tienen un ángulo (de 
uno) igual a un ángulo (del otro), y los lados que compren
den los ángulos iguales, proporcionales, entonces el trián
gulo abe y el triángulo zha son equiángulos [VI, 6]; de 
modo que también son semejantes [VI, 4 y Def. 1]. Por 
tanto el ángulo abe es igual al (ángulo) zha. Pero el (án-

que se establece una comparación. En esta proposición se vislumbra la 
transición entre el sentido estricto y el más amplio de la palabra. De hecho 
Euclides se siente obligado a explicar a qué se refiere: «es decir que los 
triángulos...». He traducido por «homólogos» para distinguirlo de otros ca
sos en los que se refiere a rectas o magnitudes.
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guio) entero abi es también igual al (ángulo) entero zhb 
por la semejanza de los polígonos; luego el ángulo restante 
EBr es igual al (ángulo) AH0. Ahora bien, puesto que, por la 
semejanza de los triángulos abe, zha, como eb es a ba, así 
ah a hz, mientras que también por la semejanza de los polí
gonos, como ab es a Br, así zh a H0, entonces, por igualdad, 
como eb es a Br, así ah a H0 [V, 22], y los lados que com
prenden los ángulos iguales EBr, ahb son proporcionales; 
por tanto, el triángulo EBr y el triángulo AH0 son equiángu
los [VI, 6]; de modo que el triángulo EBr es semejante al 
triángulo AH0 [VI, 4 y Def. 1], Por lo mismo el triángulo 
ErA es semejante al triángulo ask Entonces los polígonos 
semejantes ABrAE, zueKA se han dividido en triángulos se
mejantes e iguales en número.

Digo que también son homólogos a los polígonos ente
ros, es decir, de tal manera que los triángulos son propor
cionales, y los antecedentes son abe, EBr, ErA, y sus conse
cuentes zha, AH0, A0K y (digo) que el polígono abi ae 
guarda con el polígono zhoka una razón duplicada (de la 
que guarda) el lado correspondiente con el lado correspon
diente, es decir, ab con zh.

Trácense, pues, A r, Z0. Y puesto que, por la semejanza 
de los polígonos el ángulo ABr es igual al (ángulo) ZH0, y, 
como ab es a Br, así zh a H0, el triángulo ABr y el triángulo 
ZH0 son equiángulos [VI, 6]; entonces el ángulo BAr es 
igual al (ángulo) hzo, y el (ángulo) urA al (ángulo) H0Z. Y 
puesto que el ángulo eam es igual al (ángulo) hzn, y el 
(ángulo) abm es igual al (ángulo) zhn, entonces el (ángulo) 
restante amb es igual al (ángulo) restante znh [I, 32], Por 
tanto el triángulo abm y el triángulo zhn son equiángulos. 
De manera semejante demostraríamos que el triángulo BMr 
y el triángulo HN0 son equiángulos. Entonces, proporcional
mente, como am es a mb, así zn a nh, mientras que como



bm es a Mr, así hn a no; de modo que también, por igual
dad, como am es a Mr, así zn a Ne. Pero, como am es a Mr, 
así el (triángulo) abm al (triángulo) MBr, y el (triángulo) 
ame al (triángulo) EMr: porque son entre sí como sus bases 
[VI, 1]. Entonces, también, como uno de los antecedentes es 
a uno de los consecuentes, así todos los antecedentes a to
dos los consecuentes [V, 12]; por tanto, como el triángulo 
amb es al (triángulo) BMr, así el (triángulo) abe al (trián
gulo) tbe. Ahora bien, como el (triángulo) amb es al (trián
gulo) BMr, así am a Mr; luego también, como am es a Mr, así 
el triángulo abe al (triángulo) EBr. Por lo mismo, además, 
como zn es a Ne, así el triángulo zha al triángulo haq. 
Ahora bien, como am es a Mr, así zn a Ne; entonces, tam
bién, como el triángulo abe es al triángulo BEr, así el trián
gulo zha al triángulo HA0, y, por alternancia, como el trián
gulo abe es al triángulo zha, así el triángulo BEr es al 
(triángulo) HAe. De manera semejante demostraríamos, una 
vez trazadas ba, hk, que también, como el triángulo BEr es 
al triángulo AHe, así el triángulo ErA al triángulo A0K.. Y 
puesto que, como el triángulo abe es al triángulo ZHA, así el 
(triángulo) EBr al (triángulo) AHe y además el (triángulo) 
ErA al (triángulo) A0K, entonces, como uno de los antece
dentes es a uno de los consecuentes, así todos los antece
dentes a todos los consecuentes [V, 12]. Por tanto, como el 
triángulo abe es al triángulo zha, así el polígono ABrAE es 
al polígono ZH0KA. Pero el triángulo abe guarda con el 
triángulo zha una razón duplicada de la que el lado corres
pondiente ab (guarda) con el lado correspondiente zh: por
que los triángulos semejantes guardan entre sí una razón 
duplicada de la de los lados correspondientes [VI, 19]. Por 
tanto, el polígono ABrAE guarda con el polígono zhoka una 
razón duplicada de la que (guarda) el lado correspondiente 
ab con el lado correspondiente zh.
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Por consiguiente, los polígonos semejantes se dividen 
en triángulos semejantes e iguales en número y homólogos 
a los (polígonos) enteros y un polígono guarda con otro una 
razón duplicada de la que el lado correspondiente guarda 
con el lado correspondiente.

Porisma:
De manera semejante, en el caso de los cuadriláteros se 

demostraría también que guardan una razón duplicada de la 
de los lados correspondientes. Pero se ha demostrado que 
también en el caso de los triángulos; de modo que, en gene
ral, las figuras rectilíneas guardan entre sí una razón dupli
cada de la de sus lados correspondientes. Q. E. D.

[Porisma 2:
Y si tomamos la tercera proporcional s de los lados ab, 

zh, ba guardan con 2 una razón duplicada de la que 
(guarda) ab con z a . Pero un polígono guarda con otro polí
gono, o un cuadrilátero con otro cuadrilátero, una razón 
duplicada de la que (guarda) el lado correspondiente con el 
lado correspondiente, es decir, ab con zh; pero se ha de
mostrado esto también en el caso de los triángulos; de modo 
que, en general, queda claro que, si tres rectas son propor
cionales, como la primera es a la tercera, así será la figura 
construida sobre la primera a la figura semejante construida 
de modo semejante sobre la segunda]53.
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P r o p o s ic ió n  21
Las figuras semejantes a una misma figura rectilínea 

son también semejantes entre sí.

53 Heiberg considera el segundo porisma una interpolación debida a 
Teón.
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Pues sea cada una de las figuras a , b  semejante a r.
Digo q u e  ta m b ié n  A e s  s e m e ja n te  a  B.

Pues dado que a  es semejante a  r, también es de ángulos 
iguales a (los de) ella y tiene proporcionales los lados que 

comprenden los ángulos iguales [VI, 
Def. 1].

b  \ A su vez, dado que B es seme
jante a r, también es de ángulos 
iguales a (los de) ella y  tiene propor
cionales los lados que comprenden 
los ángulos iguales. Por tanto cada 
una de las (figuras) A, B es de 
ángulos iguales a (los de) r  y  tiene 

ios lados que comprenden los ángulos iguales, proporciona
les [de modo que también a  es de ángulos iguales a (los de) 
b y  tiene los lados que comprenden los ángulos iguales, pro
porcionales] 54.

Por tanto a  es semejante a b . Q. £ . D.

Proposición 22

Si cuatro rectas son proporcionales, las figuras rectili- 
icas semejantes y  construidas de manera semejante a partir 
le ellas serán también proporcionales; y  si las figuras se
mejantes y  construidas de manera semejante a partir de 
/las son proporcionales, las propias rectas serán también 
> oporcionales.

'* Heiberg considera estas palabras interpoladas por Teón, pues no 
nocen en el ms. P.

Sean a b , i a , e z , n a  cuatro rectas proporcionales tales 
que como a b  es a I a , así EZ a H e ; y construyanse a partir de 
a b , t a , las figuras rectilíneas semejantes y  situadas de ma
nera semejante k a b , a i a , y a partir de tz . H e , las figuras 
rectilíneas semejantes y situadas de manera semejante m z , 
Ne.

D o
h e

Digo que como k a b  es a ArA, así 
m z  a  N 0.

Pues tómese la tercera propor
cional, i ,  a las rectas a b , r a ,  y  la ter
cera proporcional, o ,  a las (rectas) 
h z , H e  [VI, 11]. Y dado que, como 
a b  es a ta , asi t z  a He, y como ta es 
a E, así He a o ,  entonces, por igualdad, como a b  e s  a E, asi 
HZ a o  [V, 22]. Pero como a b  es a E, asi la (figura) k a b  a la 
(figura) A ta , y  como h z  es a o ,  así la (figura) m z  a la 
(figura) N e  [VI, 19, Por.]; luego también, como la (figura) 
k a b  es a la (figura) a r a ,  así la (figura) m z  a la (figura) N e  

[V, 11].
Pero ahora sea m z  a Ne como k a b  a a t a .

Digo que también como ab  es a ra, así e z  a He. Pues si 
ez  no es a He como ab  es a r a ,  sea e z  a h p  como ab  a r a  
[VI, 12], y construyase sobre np la figura rectilínea xp se
mejante y situada de modo semejante a una de las dos 
(figuras) m z , Ne [VI, 18].

Puesto que como a b  es a ia , así e z  a np, y  a  partir de a b , 

ra han sido descritas las (figuras) semejantes y  situadas de 
manera semejante k a b , a p a , y ,  a partir de e z , h p , las 
(figuras) semejantes y  situadas de manera semejante m z , x p ; 

entonces, como k a b  es a a i  a , así m z  a x p .

Pero también se ha supuesto que, como k a b  es a ArA , así 
mz a Ne; entonces, también, como m z  es a xp, así m z  a Ne 
[V, 11]; luego mz guarda la misma razón con cada una de



las (figuras) N e, z p ; por tanto Ne es igual a zp [V, 9]. Pero 
es semejante y situada de manera semejante a ella; por tanto 
H e es igual a np. Y, dado que, como a b  es a rA, así e z  a np, 
y np es igual a H e, entonces, como a b  es a t a , así e z  a He.

Por consiguiente, si cuatro rectas son proporcionales, las 
figuras rectilíneas semejantes y construidas de manera se
mejante a partir de ellas serán también proporcionales; y si 
las figuras rectilíneas semejantes y construidas de manera 
semejante a partir de ellas son proporcionales, las propias 
rectas serán también proporcionales. Q. E. D.

[Lema:
Que si las figuras rectilíneas son iguales y semejantes, 

sus lados correspondientes son iguales entre si, lo demostra
remos de la siguiente manera:

Sean N e, ZP figuras rectilíneas iguales y semejantes y 
sea pn a nz como eH a h n .

Digo que pn es igual a o h .

Pues, si no son iguales, una de ellas es mayor. Sea ma
yor pn que en. Y dado que, como pn es a nz, así o h  a h n , y, 
por alternancia, como p íi es a e n  así nz a h n , y np es mayor 
que eH, entonces nz es mayor que h n ; de modo que tam
bién pz es mayor que 0N. Pero también igual. Lo cual es ab
surdo. Por consiguiente no es el caso de que np no sea igual 
a H0; luego es igual. Q E. D .]5S.
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En esta proposición se asume sin prueba que, puesto que las figuras 
no , IP son semejantes y construidas de manera semejante, sus lados co
rrespondientes son iguales. El lema que sigue a la definición trata de suplir 
esta deficiencia, pero presentarlo tras la proposición va en contra del pro
ceder habitual de Euclidcs. Por ello Heiberg concluye que se trata de una 
interpolación, si bien, en este caso, anterior a Tcón
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Proposición 23

Los paralelogramos equiángulos guardan entre si la ra
zón compuesta de (las razones) de sus lados56.

Sean A r, rz paralelogramos equiángulos que tienen el 
ángulo BrA igual al (ángulo) ErH.

Digo que el paralelogramo A r 
guarda con el paralelogramo rz la 
razón compuesta (de las razones 
de) sus lados.

Pues coloqúense de modo que 
Br esté en línea recta con m; en
tonces Ar está en línea recta con re.

Complétese el paralelogramo a h , póngase una recta K y  

resulte que, como Br es a t h , así K a a , y  como Ar es a re, 
así A a m  [VI, 12].

Entonces, las razones d e i c a A y d e A a M  son las mismas 

que las razones de los lados, a saber: de Br a n t  y  de A r a re. 

Pero la razón de K a M se compone de la razón de K a a  y  de 
la de A a m ; de m odo que también K guarda con M la razón 

compuesta de (las de) los lados. Y ,  dado que, como B r es a 
nt, así el paralelogramo A r al (paralelogramo) r© [VI, 1], 
mientras que, como Br es a nt, así K a A, entonces, también, 

como k  es a a , así A r a re  [V. 11], Por otra parte, dado que, 

como A r es a re, así el paralelogramo r© al (paralelogramo) 
r z  [VI, 1], pero, com o A r es a re, así a  a M, entonces, tam-

56 Las palabras del texto son lógon ton synkeimenon ek ton pleurón, 
lit., «razón compuesta de los lados», expresión abreviada por lógon ton 
synkeimenon ek lón (lógon) tón pleurón.
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b ién , com o a es a M, así el paralelogram o r e  al paralelo- 
g ram o r z  [V , 11],

P uesto  que se h a  dem ostrado que com o K es  a  a , así el 
para lelogram o Ar al paralelogram o r e ,  y , com o a es a M, así 
el para lelogram o r e  al paralelogram o rz ,  en tonces, por 
igualdad, com o K es a M, así el (parale logram o) Ar.al para le
logram o rz . P ero  k  guarda con m la  razón  com puesta  de (las 
de) los lados; en tonces Ar guarda con r z  la razón  com puesta 
de (las de) sus lados.

P or consigu ien te , los paralelogram os de ángulos iguales 
guardan en tre  sí la razón  com puesta de (las razones de) sus 
lados. Q. E. D.

Proposición 24

En todo paralelogramo, los paralelogramos situados en 
torno a su diagonal son semejantes al (paralelogramo) en
tero y  entre sí.

Sea ABrA un paralelogramo, y su diagonal at, y eh, 0K 
los paralelogramos situados en tomo a Ar.

Digo que cada uno de los para
lelogramos eh, 0 K es semejante al 
(paralelogramo) entero ABrA y al 
otro.

Pues como se ha trazado ez pa
ralela a uno de los lados Br del trián

gulo ABr, proporcionalmente, como be es a ea, así r z  a za 
[VI, 2], Como se ha trazado a su vez ZH paralela a uno de 57

.rV> 4

los lados ta del triángulo ai a, proporcionalmente, como rz 
es a za, así ah a ha [VI, 2], Pero se ha demostrado que, 
como rz es a za, así también be a ea; entonces, también, 
como be es a ea, así ah a ha; entonces, por composición, 
como ba es a ae, así aa a ah [V, 18] y, por alternancia, co
mo ba es a aa, así ea a ah [V, 16]. Así pues, en los parale
logramos ABrA, eh, los lados que comprenden el ángulo co
mún baa son proporcionales. Y puesto que hz es paralela a 
Ar, el ángulo azh es igual al (ángulo) ArA; y el ángulo AAr 
es común a los dos triángulos AAr, ahz; por tanto, los 
triángulos AAr y ahz son equiángulos. Por lo mismo, los 
triángulos aib y aze son también equiángulos, y el parale
logramo entero abi a y el paralelogramo eh son equiángu
los. Entonces, proporcionalmente, como aa es a Ar, así ah a 
ttz, mientras que como ai es a t A, asi hz a za, y, como al 
es a rB, así az a ze, y además, como i b es a ba, así ze a ea. 
Puesto que se ha demostrado también que, como ai es a i a, 
así hz a za, mientras que, como Ar es a rB, así az a ze, en
tonces, por igualdad, como Ar es a i b, así hz a ze [V, 22]. 
Por tanto, en los paralelogramos abia, eh, los lados que 
comprenden los ángulos iguales son proporcionales. Luego 
el paralelogramo abi a es semejante al paralelogramo eh 
[VI, Def. 1], Por lo mismo, el paralelogramo ABrA también 
es semejante al paralelogramo K0 ; entonces, cada uno de los 
paralelogramos eh, K0 es semejante al (paralelogramo) 
ABrA. Pero ¡as (figuras) semejantes a una misma figura rec
tilínea también son semejantes entre sí [VI, 21]. Por tanto el 
paralelogramo eh es semejante al paralelogramo 0K.

Por consiguiente, en todo paralelogramo, los paralelo- 
gramos situados en tomo a la diagonal son semejantes al 
(paralelogramo) entero y entre sí. Q. E. D.

57 Sobre la razón compuesta cf. nota 40 y Simson, ed. cit., págs. 324- 
329.
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Proposición 25

Construir una misma (figura) semejante a una figura 
rectilínea dada, e igual a otra (figura) dada.

Sea ABr la figura rectilínea dada a la que debe ser seme
jante la figura que hay que construir y A (la figura) a la que 
debe ser igual.

Así pues, hay que construir una misma (figura) seme
jante a ABr e igual a a .

Apliqúese, pues, al (lado) B r el paralelogramo b e  igual 
al triángulo ABr [I, 44], y  a t e  el paralelogramo t m  igual a a

en el ángulo zrE que es igual al (ángulo) rBA [I, 45], Enton
ces Br está en línea recta con rz, y a e  con e m . Y tómese la 
media proporcional He a las (rectas) Br, rz [VI, 13], y 
construyase a partir de He la (figura) KHe semejante y si
tuada de manera semejante a ABr [VI, 18].

Puesto que como Br es a H e, así H e a rz, si tres rectas 
son proporcionales, como la primera es a la tercera, así la 
(figura construida) a partir de la primera a la figura seme
jante y construida de manera semejante a partir de la segun
da [VI, 19, Por.], entonces, como Br es a rz, así el triángulo 
ABr al triángulo KHe. Pero también, como Br es a rz, asi el
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paralelogramo b e  al paralelogramo e z  [VI, 1]. Entonces 
también, como el triángulo ABr es al triángulo KHe, así el 
paralelogramo be  al paralelogramo e z . Así pues, por alter
nancia, como el triángulo ABr es al paralelogramo b e , así el 
triángulo KHe es al paralelogramo e z  [V, 16]. Pero el trián
gulo ABr es igual al paralelogramo b e ; entonces el triángulo 
KHe es igual al paralelogramo e z . Pero el paralelogramo e z  
es igual a a. Entonces el (triángulo) K H e es también igual 
a a . Y el triángulo KHe es también semejante al (triángulo) 
ABr.

Por consiguiente, se ha construido una misma figura se
mejante a la figura rectilínea dada ABr e igual a otra (figura) 
dada A. Q. E. F .58.

Proposición 26

Si se quita de un paralelogramo un paralelogramo se
mejante y  situado de manera semejante al paralelogramo 
entero que tenga un ángulo común con él, está en torno a la 
misma diagonal que el (paralelogramo) entero.

Pues quítese del paralelogramo ABrA el paralelogramo 
a z  semejante y  situado de manera semejante a ABrA y  que 
tenga el ángulo aab común con él.

Digo que ABrA está en tomo a la 
misma diagonal que AZ.

Pues supongamos que no, pero 
si es posible, sea la diagonal Aer, y 
prolongada h z  llévese hasta e  y  trá
cese por el (punto) e, la (recta) qk paralela a una de las 
(rectas) aa , Br [I, 31],

58 Se atribuye a Pitágoras una resolución inicial de este importante 
problema.

191 .-7
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Dado que ABrA está en tomo a la misma diagonal que 
k h , entonces, como aa es a a b , así h a  a ak  [VI, 24]. Pero 
también, por semejanza de los paralelogramos ABrA y e h , 
como aa es a ab , así ha  a a e ; entonces también como ha  es 
a a k , así ha  a ae  [V, 11], Así pues, h a  guarda la misma ra
zón con cada una de las (rectas) a k , a e . Por tanto ae  es 
igual a a k  [V, 9], la menor a la mayor; lo cual es imposible. 
Luego no es el caso de que ABrA no esté en tomo a la misma 
diagonal que a z ; por tanto el paralelogramo ABrA está en 
tomo a la misma diagonal que a z .

Por consiguiente, si se quita de un paralelogramo un pa
ralelogramo semejante y situado de manera semejante al 
(paralelogramo) entero, que tenga un ángulo común con él, 
está, en tomo a la misma diagonal que el paralelogramo en
tero. Q. E. D .59.

Proposición 27

De todos los paralelogramos aplicados a una misma 
recta y  deficientes en figuras paralelogramos semejantes y  
situadas de manera semejante al construido a partir de la 
mitad de la recta, el (paralelogramo) mayor es el que es 
aplicado a la mitad de la recta y  es semejante al defecto60.

59 Se trata de la proposición conversa de la 24 y no es fácil explicar su 
situación aquí, detrás de la 25.

60 Sobre aplicación de áreas, cf. E uclides, Elementos I-IV, nota 59. 
En la proposición 44 del libro I se planteaba el problema de aplicar a una 
recta dada un paralelogramo igual a una figura rectilínea dada. En VI, 27- 
29, se trata de paralelogramos aplicados a una misma recta pero que son 
«deficientes» o que «exceden» de la manera indicada.
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Sea ab  la recta y divídase en dos partes iguales en el 
(punto) r y apliqúese a la recta ab el paralelogramo aa defi
ciente en la figura paralelograma ab construida sobre la mi
tad de a b , es decir tb.

Digo que todos los paraleiogra- 
mos aplicados a ab y deficientes en 
las figuras semejantes y situadas de 
manera semejante a ab, el mayor es 
AA.

r  k

Pues apliqúese a la recta ab  el paralelogramo a z  defi
ciente en la figura paralelograma zb  semejante y  situada de 
manera semejante a ab .

Digo que aa es mayor que a z .
Pues como ab es un paralelogramo semejante al parale

logramo z b , están en tomo a la misma diagonal [VI, 26]. 
Trácese su diagonal ab y construyase la figura.

Pues bien, dado que rz es igual a z e  y zb  es común [I, 
43], entonces el (paralelogramo) entero re es igual al 
(paralelogramo) entero k e . Pero r e  es igual a th , porque at 
también es igual a re [I, 36]. Por tanto Hr es también igual a 
ek . Añádase a ambos rz; entonces el (paralelogramo) entero 
AZ es igual al gnomon a m n ; de modo que el paralelogramo 
ab, es decir aa , es mayor que el paralelogramo a z .

Las proposiciones 27-29 se han considerado como una especie de 
equivalente geométrico de la forma algebraica más generalizada de ecua
ciones cuadráticas cuando tienen una raíz real y positiva. El método ex
puesto fue muy popular entre los geómetras griegos y se usó muy frecuen
temente para la resolución de diferentes problemas. Constituye el funda
mento del libro X de los Elementos y del procedimiento seguido por 
Apolonio en el estudio de las secciones cónicas. Simson destaca la enorme 
utilidad de estas proposiciones, tachando de ignorantes a quienes como 
Tacquet y Dechales las eliminan de los Elementos por considerarlas de es
casa utilidad.
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Por consiguiente, de todos los paralelogramos aplicados 
a una misma recta y deficientes en figuras paralelogramas 
semejantes y situadas de manera semejante al construido a 
partir de la mitad de la recta, el (paralelogramo) mayor es el 
aplicado a la mitad de la recta. Q. E. D.

Proposición 28

Aplicar a una recta dada un paralelogramo igual a una 
figura rectilínea dada deficiente en una figura paralelo- 
grama semejante a una dada; pero es necesario que la figu
ra rectilínea dada no sea mayor que el paralelogramo cons
truido a partir de la mitad y semejante al defecto 61.

Sea a b  la recta dada y  r  la figura rectilínea dada a la que 
debe ser igual la figura que hay que aplicar a la recta ab , sin

que sea mayor que el (paralelogramo) construido a partir de

61 La segunda parte del enunciado es un caso claro de diarismos. Por 
otra parte, en esta proposición y en la siguiente se asume tácitamente que, 
si de dos paralelogramos semejantes uno es mayor que otro, cada lado del 
mayor es mayor que el lado correspondiente del menor
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l a  m ita d  d e  a b  y  s e m e ja n te  a l  d e f e c to ;  y  s e a  A e l (p a ra le 

lo g r a m o )  a l  q u e  h a  d e  s e r  s e m e ja n te  e l  d e fe c to .

Así pues, hay que aplicar a la recta dada a b  un paralelo- 
gramo igual a la figura rectilínea dada r deficiente en la fi
gura paralelograma que es semejante a a.

Divídase a b  en dos partes iguales por el punto E , y 
construyase a partir de e b  el (paralelogramo) EBZH seme
jante y situado de manera semejante a a  [VI, 18], y com
plétese e l paralelogramo a h .

Si en efecto el (paralelogramo) a h  es igual a r, se habría 
hecho lo propuesto; pues ha sido aplicado a la-recta dada a b  

un paralelogramo igual a la figura dada r, deficiente en la 
figura paralelograma h b  que es semejante a A. Y si no, sea 
©E mayor que r .  Y e E  es igual a h b ; entonces h b  es también 
mayor que r .  Construyase entonces k a m n  igual al exceso 
por el que h b  es mayor que r y semejante y situada de ma
nera semejante a a  [VI, 25],

Pero a  es semejante a h b ; entonces k m  es también seme
jante a h b  [VI, 21]. Sea k a  correspondiente a h e  y a m  a h z . 

Ahora bien, como h b  es igual a r ,  KM, entonces HB es mayor 
que k m ; luego h e  es también mayor que k a , y h z  (mayor) 
que a m . Hágase h e  igual a k a  y HO a a m , y complétese el 
paralelogramo EHOH; entonces es igual y semejante a k m . 

Luego H n  es también semejante a HB [VI, 21]; por tanto h h  

está en tomo a la misma diagonal que h b  [VI, 26]. Sea su 
diagonal HnB y construyase la figura.

Pues bien, dado que bh es igual a r ,  k m  y en ellas Hn es 
igual a k m , entonces el gnomon restante y x <i> es igual a la 
(figura) restante r .  Y, puesto que OP es igual a e x , añádase a 
ambos nB ; entonces el (paralelogramo) entero o b  es igual al 
(paralelogramo) entero s b . Pero s b  es igual a t e , porque el 
lado a e  es también igual a e b  [I, 36]; entonces t e  es tam
bién igual a  o b . Añádase a ambos e x ; entonces el (parale-
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logramo) entero tz es igual al gnomon entero <i>x y . Pero se 
ha demostrado que el gnomon <i>xy  es igual a r ; por tanto ti 
es igual a r.

Por consiguiente se ha aplicado a la recta dada a b  un pa- 
ralelogramo z t  igual a la figura rectilínea dada r, deficiente 
en la figura paralelograma riB que es semejante a a. q. e. f.

Proposición 29

Aplicar a una recta dada un paralelogramo igual a una 
figura rectilínea dada y  que exceda en una figura paralelo- 
grama semejante a una dada.

Sea ab la recta dada, r  la (figura) rectilínea dada igual al 
(paralelogramo) que hay que aplicar a ab y A la (figura) se
mejante al (paralelogramo) en que es necesario que exceda.

Así pues, hay que aplicar a la recta ab  un paralelogramo 
igual a la (figura) rectilínea r y que exceda en una figura pa
ralelograma semejante a a.
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>■

Divídase a b  en dos partes iguales por el (punto) e  y 
construyase a partir de e b  el paralelogramo BZ semejante y 
situado de manera semejante a a , y constrúyase He igual a 
ambos b z , r y al mismo tiempo semejante y situado de ma
nera semejante a a [VI, 25]. Y sea K 0 correspondiente a z a , 

y k h  a z e . Y puesto que He es mayor que z b , entonces ne 
es también mayor que z a  y k h  que z e . Prolongúense z a , z e , 

y sea z a m  igual a Ke y z e n  igual a k h , y complétese m n ; 

entonces m n  es igual y semejante a He. Pero He es seme
jante a e a ; luego m n  es semejante también a e a  [VI, 21]; 
luego e a  está en tomo a la misma diagonal que m n . Trácese 
su diagonal ZH, y constrúyase la figura.

Puesto que He es igual a e a , r, mientras que He es igual 
a m n , entonces m n  es también igual a e a , r. Quítese de am
bas e a ; entonces el gnomon restante vx«t> es igual a r. Y 
puesto que a e  es igual a e b , a n  también es igual a n b  [I, 36], 
es decir, a a o  [I, 43]. Añádase a ambos e e ; entonces el 
(paralelogramo) entero a e  es igual al gnomon <í>xm». Pero el 
gnomon <p x v  es igual a r. Por tanto a e  es igual a r.

Por consiguiente, se ha aplicado a la recta a b  un parale
logramo a e  igual a la (figura) rectilínea dada r y  que excede 
en la figura paralelograma no que es semejante a a , puesto 
que on es semejante a e a  [VI, 24]. Q. E. F.

II

Proposición 30

Dividir una recta finita dada en extrema y  media razón. 

Sea a b  la recta finita dada.
Así pues, h a y  que dividir la recta a b  en extrema y  media 

ra zó n .
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Constrúyase a partir de ab  el cuadrado Br y apliqúese a 
at el paralelogramo rA igual a Br y que exceda en la figura 
aa  semejante a Br [VI, 29].

Ahora bien, Br es un cuadrado; en
tonces aa es también un cuadrado. Y co
mo Br es igual a rA, quítese de ambos re; 
entonces el (paralelogramo) restante bz  es 
igual al (paralelogramo) restante aa . Pero 
son también equiángulos; entonces los la
dos que comprenden los ángulos iguales 
de los (paralelogramos) BZ, aa son inver
samente proporcionales [VI, 14]; entonces, 

como z e  es a ha, así a e  a e b . Pero z e  es igual a ab  y ea a 
a e . Por tanto, como ba es a a e , así a e  a e b . Pero ab  es ma
yor que a e ; así pues, AE es también mayor que e b .

Por consiguiente se ha dividido la recta ab  en extrema y 
media razón por e  y su segmento mayor es a e . q . e . f . 62.

Proposición 31

En los triángulos rectángulos, la figura (construida) a 
partir del lado que subtiende el ángulo recto es igual a las 
figuras semejantes y construidas de manera semejante a 
partir de los lados que comprenden el ángulo recto.

Sea ABr el triángulo rectángulo que tiene el ángulo recto 
BAr.

62 Se trata de una aplicación directa de VI 29, en el caso particular de 
que el exceso del paralelogramo que se aplica sea un cuadrado Cf. l i l i .
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Digo que la figura (construida) a partir de Br es igual a 
las figuras semejantes y  construidas de manera semejante a 
partir de los lados ba , a t .

Trácese la perpendicular aa .
Puesto que se ha trazado la per

pendicular aa  en el triángulo rectán
gulo A B r desde el ángulo recto A has
ta la base B r, los triángulos aba , AAr, 

adyacentes a la perpendicular, son 
semejantes al (triángulo) completo A B r y entre sí [VI, 8].

Y puesto que ABr es semejante a aba , entonces, como tb 
es a ba , así ab  a ba [VI, Def. 1]. Ahora bien, dado que tres 
rectas son proporcionales, como la primera es a la tercera, 
así la figura (construida) a partir de la primera es a la 
(figura) semejante y construida de manera semejante a partir 
de la segunda [VI, 19, Por.]. Entonces, como rB es a BA, así 
la figura (construida) a partir de tb es a la (figura) semejante 
y construida de manera semejante a partir de b a . Por lo 
mismo, además, como Br es a ta, así la figura (construida) a 
partir de Br es a la (figura) construida a partir de i a . De 
modo que también, como Br es a ba, at, así la figura (cons
truida) a partir de Br a las (figuras) semejantes y construidas 
de manera semejante a partir de ba , Ar. Pero Br es igual a 
ba, Ar; por tanto la figura (construida) a partir de Br es 
también igual a las figuras semejantes y construidas de 
manera semejante a partir de b a , a t .

Por consiguiente, en los triángulos rectángulos la figura 
(construida) a partir del lado que subtiende el ángulo recto 
es igual a las figuras semejantes y construidas de manera 
semejante a partir de los lados que comprenden el ángulo 
recto. Q. E. D.
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Proposición 32

Si dos triángulos que tienen dos lados (de uno) propor
cionales a dos lados (del otro) se construyen unidos por un 
ángulo63 de modo que sus lados correspondientes sean pa
ralelos, los restantes lados de los triángulos estarán en lí
nea recta.

Sean ABr, Are dos triángulos que tienen los dos lados 
b a , Ar proporcionales a los dos lados at, ae (es decir) como 
ab  es a Ar, así Ar a ae , y ab paralela a Ar y at a a e .

Digo que Br está en linea recta con re.
Pues como ab es paralela a at, y 

la recta Ar ha incidido sobre ellas, 
los ángulos altemos bat, ata son 
iguales entre sí [I, 29], Por lo mismo 
el (ángulo) tae es también igual al 
(ángulo) ArA. De modo que también 
el (ángulo) bat es igual al ángulo 

tae . Y puesto que ABr, Are, son dos triángulos que tienen 
un ángulo, el correspondiente a a , igual a un ángulo, el 
correspondiente a A, y los lados que comprenden los án
gulos iguales, proporcionales (es decir que) como ba  es a 
Ar, así ta a a e , entonces el triángulo ABr y el triángulo ate 
son equiángulos [VI, 6], Por tanto el ángulo ABr es igual al 
(ángulo) Are. Pero se ha demostrado que el (ángulo) ArA es 
también igual al (ángulo) bat; luego el (ángulo) entero Are 
es igual a los dos (ángulos) ABr, bat. Añádase a ambos el 
(ángulo) A re; entonces los (ángulos) A re, A re son iguales a

63 La expresión griega es syntithénai katá mían góniatt.
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los (ángulos) BAr, a i  B, re A . Pero los (ángulos) BAr, A Br, A re  

son iguales a dos rectos [I, 32); luego los (ángulos) A re , A re  

son también iguales a dos rectos. Por tanto, las dos rectas 
Br, re que no están en el mismo lado forman con una recta 
Ar y en su punto r  los ángulos adyacentes Are, A re iguales a 
dos rectos; por tanto Br está en línea recta con re [I, 14].

Por consiguiente, si dos triángulos que tienen dos lados 
(de uno) proporcionales a dos lados (del otro) se construyen 
unidos por un ángulo de modo que sus lados correspondien
tes sean paralelos, los restantes lados de los triángulos esta
rán en línea recta. Q. E. D.

Proposición 33

En los círculos iguales, los ángulos guardan la misma 
razón que las circunferencias sobre las que están, tanto si 
están en el centro como si están en las circunferencias

Sean A B r, a e z  los círculos iguales y  sean BHr, Eez los 
ángulos correspondientes a sus centros (h , e) y bat, e a z  los 
(ángulos) correspondientes a sus circunferencias.

Digo que: como la circunferencia Br es a la circunfe
rencia e z , así el ángulo BHr al (ángulo) E e z  y el ángulo BAr 
al (ángulo) e a z .

Pues háganse tantas circunferencias sucesivas nc, ka 
como se quiera iguales a Br y  tantas circunferencias sucesi
vas z m , mn como se quiera, iguales a EZ, y  trácense h k , h a , 
0M, 0N.

Así pues, como las circunferencias Br, ríe, ka son igua
les entre sí, los ángulos BHr, thk , k ha  son también iguales 
entre sí [III, 27); entonces cuantas veces b a  es múltiplo de

M Cf. Euclides, Elementos III (núm. 155 de la B.C.G.), Definiciones, 
pág. 292, nota 84.

■ *N*rN*t •HE*»  - IH' WHtl
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Br, tantas veces el ángulo b h a  es también múltiplo del 
(ángulo) BHr. Por lo mismo, también, cuantas veces la cir

cunferencia n e  es múltiplo de la circunferencia e z , tantas 
veces el ángulo NeE es múltiplo también del (ángulo) Eez. 
Entonces, si la circunferencia b a  es igual a la circunferencia 
e n , el ángulo b h a  es también igual al (ángulo) e ©n  [III, 27], 
y si la circunferencia b a  es mayor que la circunferencia e n , 

el ángulo b h a  es también mayor que el (ángulo) E SN , y sí es 
menor, menor. Habiendo entonces cuatro magnitudes, las 
dos circunferencias B r, e z  y los dos ángulos BHr, Eez, se 
han tomado unos equimúltiplos de la circunferencia B r y del 
ángulo BHr, a saber: la circunferencia b a  y el ángulo b h a ; y 
otros equimúltiplos de la circunferencia e z  y el ángulo Eez, 
a saber: la circunferencia e n  y el ángulo e ©n .

Ahora bien, se ha demostrado que, si la circunferencia 
b a  excede a la circunferencia e n , el ángulo b h a  excede tam
bién al ángulo E6N, y si es igual, es igual, y si menor, me
nor. Entonces, como la circunferencia Br es a la (circunfe
rencia) e z , así el ángulo BHr al (ángulo) E e z  [V, Def. 5]. 
Pero, como el ángulo BHr es al (ángulo) E ez, así el (ángulo) 
BAr al (ángulo) e a z ; pues son dobles respectivamente. En
tonces, como la circunferencia Br es a la circunferencia e z ,
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a s í  e l  á n g u lo  B H r a l  ( á n g u lo )  E ez y  e l  ( á n g u lo )  BAr al 

( á n g u lo )  e a z .
Por consiguiente, en los círculos iguales, los ángulos 

guardan la misma razón que las circunferencias sobre las 
que están, tanto si están en el centro como si están en las 
circunferencias. Q. E. D .65. 6

6’ La asunción tácita de que el ángulo que está en un arco mayor es 
mayor, y el que está en un arco menor es menor, se deducirla fácilmente 
de III, 27.
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2. Un número es una pluralidad compuesta de unida
des* 67.

del punto en que la unidad no tiene posición (Metafísica 1016b25). De 
acuerdo con esta última distinción, Aristóteles llama a la unidad «un punto 
sin posición» stigmé áthetos (Metafísica 1084b26).

e. Por último, Jámbüco dice que la escuela de Crisipo define la unidad 
de una forma confusa (svnkechyménós), a saber: como «pluralidad uno» 
(pléthos hén).

La definición de Euclides parece dirigida a separar la unidad de la 
multiplicidad y de la divisibilidad — lo cual, en cierto modo, supondría 
una exclusión de las fracciones (cf. Plató n , República 525e)—. Pero, en 
todo caso, su utilidad matemática es muy inferior a sus resonancias filosó
ficas. El propio Platón ya había reparado, con cierta gracia, en esta di
mensión de la definición «moderna»; «Hombres asombrosos, ¿acerca de 
qué números discurrís, en los cuales se halla la unidad tal como la consi
deráis, como igual a cualquier otra unidad sin diferir en lo más mínimo y 
sin contener en sí misma parte alguna?» (República Vil 526a).

Por lo demás, Teón de Esmima atribuye la etimología de monas «uni
dad» bien al hecho de permanecer inalterada cuando se multiplica por si 
misma cualquier número de veces, o bien al hecho de mantenerse aislada 
(memonósthai) del resto de los números. Nicómaco observa a su vez que 
mientras cualquier número es la mitad de la suma de los números ad
yacentes y de los números equidistantes, por cada lado, la unidad resulta 
más aislada pues no tiene números a ambos lados sino sólo a uno de ellos, 
amén de limitarse a ser la mitad del siguiente, el 2.

67 Arithmós de tó ek monádón synkeímenon pléthos.
La definición de número de Euclides no es, una vez más, sino una de 

las muchas que conocemos. Nicómaco combina varías en una al decir que 
es «una pluralidad definida» (pléthos honsménon) o un «conjunto de uni
dades» (monádón svstema), o un «flujo de cantidad compuesto por unida
des» (posótétos chyma ek monádón synkeímenon). Teón dice que un nú
mero es una «colección de unidades», o una progresión (propodismós) de 
cantidad que parte de una unidad y una regresión (anapodismós) que aca
ba en una unidad. Según Jámbüco, la descripción como colección de uni
dades fue aplicada a la cantidad, es decir al número, por Tales, que en esto 
seguía a los egipcios (katá tó Aigyptiakón aréskon). Mientras que Eudoxo 
el pitagórico fue quien habló del número como «pluralidad definida».
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3. Un número es parte de un número, el menor del ma
yor, cuando mide al mayor.

4. Pero partes cuando no lo mide68.
5. Y el mayor es múltiplo del menor cuando es medido

por el menor69.

A ristóteles presenta una serie de definiciones que insisten sobre lo 
mismo: «una pluralidad definida» pléthos tó peperasménon (Metafísica 
1020al3); «pluralidad o combinación de unidades» o «pluralidad de indi
visibles» (ibid. 1053a30, 1039al2, 1085b22); «varios unos» héna pleió 
(Física III 7, 207b7); «pluralidad que se puede medir por uno» (Metafísica 
1057a3) y «pluralidad medida» y «pluralidad de medidas» siempre que la 
medida sea el uno tó hén (ibid. 1088a5).

Por otra parte, he traducido el término pléthos por «pluralidad» pues 
asi se distingue tanto de arithmós «número» como de posón «cantidad». 
Otros contextos de los libros de aritmética exigirán, llegado el caso, una 
versión diferente.

68 Si por méros «parte» en la definición anterior se entiende una parte 
alícuota o submúltiplo, con el plural mére «partes», en esta definición, Eu
clides alude a un número de partes alícuotas o a lo que nosotros llama- 
riamos una fracción propia. De modo que, por ejemplo, el número 2 es 
parte del número 6, pero el número 4 no es parte sino partes de este mismo 
número 6.
f  69 Esta definición viene a formular la relación reciproca de la estable
cida en la def. 3 (supra). El uso de estas nociones aritméticas en los Ele
mentos envuelve algunas suposiciones tácitas sobre la relación de medir 
una cantidad un número de veces. Por ejemplo: si x mide a y e y mide a z, 
x mide a z; si x mide a y y mide a z , r  mide a y + z; si x  mide a y y mide a 
z, x medirá a y - z o a z - y  (según que y > z o y < z). Pero su limitación 
mayor es no ofrecer una conceptuaiización o una explicación de la noción 
involucrada de medida. Una reconstrucción axiomática moderna de la 
teoría aritmética de los Elementos puede verse en N. M almendier, «Eine 
Axiomatik zum 7. Buch der Elemente von Euklid», Mathematische-Phy- 
sikalische Semesterberichte 22 (1975), 240-254. Puede que el primer ensa
yo en la dirección de completar el marco de postulados, definiciones y 
axiomas de la aritmética clásica haya sido la Arithmetica de Jordano de 
Ncmore (s. xm); vid. la reciente edición de H. L. Busard, Jordanus de 
Nemore. De-elementis arithmetice artis, Stuttgart, 1991, 2 vols.

1 9 1 .-8
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des» (posótétos chyma ek monádón synkeímenon). Teón dice que un nú
mero es una «colección de unidades», o una progresión (propodismós) de 
cantidad que parte de una unidad y una regresión (anapodismós) que aca
ba en una unidad. Según Jámbüco, la descripción como colección de uni
dades fue aplicada a la cantidad, es decir al número, por Tales, que en esto 
seguía a los egipcios (katá tó Aigyptiakón aréskon). Mientras que Eudoxo 
el pitagórico fue quien habló del número como «pluralidad definida».
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3. Un número es parte de un número, el menor del ma
yor, cuando mide al mayor.

4. Pero partes cuando no lo mide68.
5. Y el mayor es múltiplo del menor cuando es medido

por el menor69.

A ristóteles presenta una serie de definiciones que insisten sobre lo 
mismo: «una pluralidad definida» pléthos tó peperasménon (Metafísica 
1020al3); «pluralidad o combinación de unidades» o «pluralidad de indi
visibles» (ibid. 1053a30, 1039al2, 1085b22); «varios unos» héna pleió 
(Física III 7, 207b7); «pluralidad que se puede medir por uno» (Metafísica 
1057a3) y «pluralidad medida» y «pluralidad de medidas» siempre que la 
medida sea el uno tó hén (ibid. 1088a5).

Por otra parte, he traducido el término pléthos por «pluralidad» pues 
asi se distingue tanto de arithmós «número» como de posón «cantidad». 
Otros contextos de los libros de aritmética exigirán, llegado el caso, una 
versión diferente.

68 Si por méros «parte» en la definición anterior se entiende una parte 
alícuota o submúltiplo, con el plural mére «partes», en esta definición, Eu
clides alude a un número de partes alícuotas o a lo que nosotros llama- 
riamos una fracción propia. De modo que, por ejemplo, el número 2 es 
parte del número 6, pero el número 4 no es parte sino partes de este mismo 
número 6.
f  69 Esta definición viene a formular la relación reciproca de la estable
cida en la def. 3 (supra). El uso de estas nociones aritméticas en los Ele
mentos envuelve algunas suposiciones tácitas sobre la relación de medir 
una cantidad un número de veces. Por ejemplo: si x mide a y e y mide a z, 
x mide a z; si x mide a y y mide a z , r  mide a y + z; si x  mide a y y mide a 
z, x medirá a y - z o a z - y  (según que y > z o y < z). Pero su limitación 
mayor es no ofrecer una conceptuaiización o una explicación de la noción 
involucrada de medida. Una reconstrucción axiomática moderna de la 
teoría aritmética de los Elementos puede verse en N. M almendier, «Eine 
Axiomatik zum 7. Buch der Elemente von Euklid», Mathematische-Phy- 
sikalische Semesterberichte 22 (1975), 240-254. Puede que el primer ensa
yo en la dirección de completar el marco de postulados, definiciones y 
axiomas de la aritmética clásica haya sido la Arithmetica de Jordano de 
Ncmore (s. xm); vid. la reciente edición de H. L. Busard, Jordanus de 
Nemore. De-elementis arithmetice artis, Stuttgart, 1991, 2 vols.

1 9 1 .-8
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12. Un número primo es el medido por la sola unidad74.
13. Números primos entre sí son los medidos por la sola

unidad como medida común.
14. Número compuesto es el medido por algún número.

nos «sólo» estaría de más. Recordemos asi mismo el caso de la proposi
ción IX 34 que muestra claramente cuál es el punto de vista de Euclides.

Por otro lado, las proposiciones IX 33 y 34, también dan motivos para 
excluir la definición que Heiberg considera como una interpolación (vid. 
la nota anterior). De acuerdo con ella, un número parmente impar podría 
resultar también imparmente par. De modo que si tanto esta presunta de
finición 10 como la definición 9 fueran genuinas, las proposiciones IX 33 
y IX 34 plantearían serios problemas. Pues en IX 33 podría darse el caso 
de que un número no fuera «sólo» parmente impar; y la prueba de IX 34 
no dejaría de ser equívoca.

74 Nicómaco, Teón y Jámblico añaden a «número primo» prólos arith- 
mós el término asynthetos «no compuesto». Teón lo define de manera si
milar a Euclides como «el medido por ningún número excepto la unidad». 
A ristóteles dice también que un número primo no es medido por ningún 
número (Analíticos Segundos II 13, 16a36), pues la unidad no es un nú
mero (Metafísica I088a6), sino sólo el principio del número. Para Nicó
maco, los números primos no son una subdivisión de los números en 
general sino sólo de los impares. Dice que un número primo no admite 
otra parte (i.e., otro submúltiplo) que la que tiene su nombre derivado del 
del propio número (parónymon heautói), por ejemplo «tres» no admite 
otra parte que «un tercio». Según esta teoría, los números primos em
piezan por el 3, mientras que para Aristóteles el 2 seria el primer número 
pnmo y el único par. El testimonio aristotélico demuestra que esta diver
gencia con la doctrina pitagórica es anterior a Euclides. El número 2 
cumple las condiciones de la definición euclidca, lo que sirve a Jámblico 
de pretexto para criticar a Euclides una vez más.

A los números primos se aplican en griego también otros nombres di
ferentes de prótos. Jámblico los llama euthimetrikoi; Timaridas, euthy- 
grammikoi «rectilíneos»; y una variante del anterior, grammikoí, «linea
les», es el utilizado por Teón de Esmima: ambas tienen en cuenta que sólo 
pueden ser representados por una línea.

Según Nicómaco, el término prótoi se debe a que sólo se puede llegar 
a ellos juntando unidades y la unidad es el principio del número.
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15. Números compuestos entre sí son los medidos por al
gún número como medida común75.

16. Se dice que un número multiplica a un número cuando
el multiplicado se añade (a sí mismo) tantas veces 
como unidades hay en el otro y resulta un número76.

17. Cuando dos números, al multiplicarse entre sí, hacen
algún (número), el resultado se llama (número) pla
no y sus lados son los números que se han multi
plicado entre s í77.

75 Teón define los números compuestos entre sí de manera similar a 
Euclides, y pone como ejemplo el 8 y el 6, que tienen al 2 como medida 
común, y el 6 y el 9, que cuentan con el 3. La clasificación euclfdea de nú
meros primos y compuestos entre sí difiere, sin embargo, de las de Nicó
maco y Jámblico. Este último considera que todos estos tipos de números 
son subdivisiones sólo de la clase de los números impares, mientras que 
los números pares se dividen, a su vez, en tres tipos: a) parmente pares ; b) 
parimpares; c) imparpares. Los dos primeros, a y b, son los casos extre
mos, y los del tipo c son intermedios entre los otros dos tipos. Del mismo 
modo, la clase de los números impares se divide en tres tipos, de los que el 
tercero es intermedio entre los otros dos; a) primos y no compuestos; que 
equivalen a los números primos de Euclides con excepción del 2; b) se
cundarios y no compuestos: cuyos factores deben ser no sólo impares sino 
primos, por ejemplo 9, 15, 21...; c) secundarios y compuestos en si mis
mos pero primos en relación con otros. También en este caso los factores 
deben ser impares y primos. Esta clasificación es objetable por limitar un 
término tan amplio como «compuesto» a los casos formados por factores 
primos.

76 Traduzco synlethéi por «se añade (a sí mismo)» para que resulte in
teligible en castellano. Se trata de la definición sobradamente conocida de 
la multiplicación como suma abreviada.

77 Los términos plano y sólido aplicados a números proceden de la 
adaptación de su uso con referencia a figuras geométricas. De acuerdo con 
esto, un número recibe la calificación de lineal cuando es contemplado 
como si constara de una sola dimensión, la longitud. Cuando se le añade 
otra dimensión, la anchura, resulta un número plano, cuya forma más co
mún es la que corresponde al rectángulo en Geometría. En la tradición pi
tagórica no dejaron de abundar estas y otras muestras de números figura-
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18. Cuando tres números, al multiplicarse entre sí, hacen
algún número, el resultado es un (número) sólido y 
sus lados son los números que se han multiplicado 
entre sí.

19. Un número cuadrado es el multiplicado por sí mismo o
el comprendido por dos números iguales.

20. Y un (número) cubo el multiplicado dos veces por sí
mismo o el comprendido por tres números iguales78.

21. Unos números son proporcionales cuando el primero
es el mismo múltiplo o la misma parte o las mismas 
partes del segundo que el tercero del cuarto79.

22. Números planos y sólidos semejantes son los que tie
nen los lados proporcionales.

dos (e.g. los números cuadrados, generados por la adición de un gnomon 
impar, o los números oblongos, generados por la adición de un gno
mon par).

Por otra parte, el griego utiliza el verbo poiéó «hacer» para significar 
el proceso de la multiplicación y gignomai para el resultado.

78 Para las definiciones de número cuadrado y número cubo Euclides 
emplea las curiosas expresiones isákis ¡sos e isákis isos isákis respectiva
mente, cuya traducción literal es la siguiente: «igual número de veces 
igual» (Def. 19) e «igual número de veces igual número de veces igual».

Nicómaco distingue un caso especial de número cuadrado que acaba 
(en la notación adoptada) en el mismo dígito o numeral que su lado, por 
ejemplo: 1, 25, 36, cuadrados de 1, 5 y 6 respectivamente. A estos nú
meros los llama cíclicos (kyklikoi) por analogía con los círculos, en geo
metría, que vuelven al punto donde han empezado. Por la misma razón a 
los números cubos que acaban con el mismo dígito que sus lados y los 
cuadrados de sus lados los llama esféricos.

79 Euclides no se plantea la noción de proporción en los mismos térmi
nos que otros autores anteriores o posteriores que definen la proporción 
como «igualdad o semejanza de razones». Por otra parte, habla normal
mente de números «continuamente proporcionales» en el sentido de «pro
porcionales en orden, o sucesivamente».
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23. Número perfecto80 es el que es igual a sus propias par
tes81.

80 La ley de formación de los números perfectos, dada por la fórmula 
2n (2n -  I) cuando 2n -  / es un número primo, se demuestra más ade
lante, en IX 36. Teón de Esmima y Nicómaco añaden otros dos tipos de 
números: los «superperfectos», hypertelés o hyperléleios, cuando la suma 
de sus partes alícuotas (submúltiplos) es mayor que el propio número, por 
ejemplo la suma de las partes de 12 es 6 + 4 + J + 2 + / = 16, y los 
«defectivos», ellipés, cuando la suma de las partes es menor que el propio 
número, por ejemplo la suma de las partes de 8 es 4 + 2 + I = 7.

81 Los libros VII-IX cubren lo que podría llamarse «aritmética teórica 
elemental» griega. La suerte de la aritmética no deja de ser un tanto cu
riosa en Grecia. Por una parte, no tardó mucho en verse disociada de la 
«logística» práctica, i.e. de las técnicas comunes de cálculo aplicadas a lle
var las cuentas y a traficar con objetos materiales, a menesteres de carácter 
administrativo o mercantil. AI propio Pitágoras se le atribuyó una primera 
depuración filosófica o «teórica» de la aritmética: «Pitágoras honró la arit
mética más que ningún otro. Hizo grandes avances en ella, sacándola de 
los cálculos prácticos de los comerciantes y tratando todas las cosas como 
números» (A ristóxeno, ff. 23). Esta «liberación», al parecer, no impidió a 
los pitagóricos mantener antiguos hábitos intuitivos de cálculo, como el de 
operar con guijarros o marcas (logidsesthai pséphois). Pero sf pudo contri
buir a cierta idealización de los números y a la consideración de una 
«logística» teórica, interesada en propiedades y relaciones numéricas ge
nerales. Y, desde luego, contribuyó a elevar los números y sus relaciones, 
o «configuraciones», a la dignidad de símbolos iniciáticos o claves de 
comprensión del universo. Así, en pitagóricos tan notables como Filolao, 
la aritmética parece inseparable de la numerología. Una numerología que 
no dejará de tener varia y curiosa fortuna: cobra enjundia metafísica en el 
s. iv a. C. (con Espeusipo y Jenócrates); mucho más tarde, a partir del 
neopitagorismo del s. n d. C., retoma a la aritmología simbólica (e.g. en 
Nicómaco, Teón de Esmima); luego, de la mano de Jámblico (s. iv), viene 
a desembocar en la teología. Por otro lado, al margen de los dos caminos 
principales de la aritmética griega (el de la teoría de los números — en 
parte recogida y en parte normalizada por los Elementos— y el de la sim- 
bología numerológica). irán quedando otras sugerencias sobre el desarro
llo numérico de la razón y la proporción, innovaciones notacionales como
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Proposición 1

Dados dos números desiguales y  restándose sucesiva
mente el menor del mayor, si el que queda no mide nunca al

la del Arenario de Arquimedes, investigaciones métricas como las de He- 
rón o primicias «algebraicas» como las de Diofanto.

En realidad, la misma aparición de estos libros de aritmética en los 
Elementos de Euclides no deja de ser un tanto curiosa. Desde un punto de 
vista sistemático, sólo podría justificarse por relación a ciertas aplicacio
nes en el libro X. En todo caso, algunos desarrollos como los de la teoría 
del par/impar, o los primos relativos o la teoría misma de la proporción 
numérica, dan la impresión de que Euclides trabaja con un legado autó
nomo y autosuficiente. Es cierto que, en la tradición, la aritmética y la 
geometría se consideraban de la misma familia: al decir de Arquitas (se
gún Porfirio, tn Ptol. Harm. 1 330, 26-331, 8), parecían «hermanas»; 
tampoco conviene olvidar el legado pitagórico de los números figurados. 
Pero, por otra parte, los números y las magnitudes geométricas son, según 
otra tradición no menos persistente, entidades dispares. No sólo por moti
vos de orden matemático (como el caso de la inconmensurabilidad o la 
perspectiva de la teoría generalizada de la proporción), sino también, qui
zás, por motivos filosóficos, e.g. la «pureza» mayor de la aritmética con 
respecto al mundo sensible, la categorízación de lo discreto y lo continuo, 
la índole misma de los números como objetos susceptibles de hallazgo o 
determinación pero no de conformación o construcción — no hay postula
dos ni problemas expresos en los libros de aritmética de los Elementos—. 
En suma, la pregunta de por qué aparece aquí el venerable legado de la 
teoría de los números, puede todavía considerarse abierta.

Otra cuestión añadida es la curiosa circunstancia de que hoy no dis
pongamos de unos Elementos de aritmética dentro de la tradición mate
mática griega. Sobre la base de la antigüedad de buena parte del material 
con que trabaja Euclides, hay quienes insisten en la presunta existencia de 
unos Elementos pitagóricos [e.g. B. L. Van Waerden, «Die postúlate und 
Konstruktionen in der frühgriechischen Geometrie», Archive for History 
o f Exací Sciences 18 (1978), 343-357; L. Zhmud, «Pythagoras as a Mathe- 
matician», Historia Mathematica 16 (1989), 249-268]. No hay datos que

anterior hasta que quede una unidad, los números iniciales 
serán primos entre sí.

Pues sean a b , ta  dos números [desiguales] tales que, 
restándose sucesivamente el menor del mayor, el que quede 
no mida nunca al anterior hasta que quede 
una unidad.

Digo que a b , ta  soft primos entre sí, es 
decir que la sola unidad mide a a b , i  a .

Pues si a b , TA no son primos entre sí, 
algún número los medirá. Mídalos (un nú
mero) y  sea e ; y  ta , al medir a b z , deje z a  

menor que él mismo, y  a z , al medir a a h , 

deje h t  menor que él mismo, y  H r, al medir 
a ze , deje una unidad o a .

Asi pues, como e  mide a ta , y  ta  mide también a b z , en
tonces E mide también a b z ; pero mide también al total b a ; 

por tanto medirá también al resto a z . Ahora bien, a z  mide a 
AH; entonces E mide también a a h ; pero mide así mismo al 
total a t ; por tanto medirá también al resto t h . Pero rH mide 
a ze; y  mide así mismo al total z a ; luego medirá también a 
la unidad restante Ae, aun siendo un número; lo cual es im
posible. Por tanto, ningún número medirá a los números 
AB, TA.

corroboren la inferencia. Pasando a otros tiempos muy posteriores — in
cluso a Euclides—, también se ha sugerido la existencia de unos Ele
mentos de Diofanto [J. Chistianidis, «Arithmetiké Stoikheiosis: Un traité 
perdu de Diophante d’Alexandríe?», Historia Mathematica 18 (1991), 
239-246]; pero la principal base aducida, un escolio de un bizantino 
anónimo al Comentario a la Introducción a la aritmética de Nicómaco, de 
Jámblico, no parece demasiado fuerte para sostener esta conjetura. No 
obstante, sigue en pie la afirmación de Proclo de que «muchos autores han 
escrito tratados de Elementos sobre aritmética y astronomía» (73, 12-14).
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Por consiguiente, ab , ia  son primos entre sí [VII, Def. 
13]. Q. E. D.

Proposición 2

Dados dos números no primos entre sí, hallar su medi
da común máxima.

Sean a b , ta los dos números dados no primos entre sí.
Así pues, hay  que h a lla r la  m edida 

com ún m áx im a d e  a b , ta.
Si en efecto ta mide a ab , y se mide 

también a sí mismo, entonces ta es medida 
común de v a , a b . Y está claro que también 
es la máxima, pues ninguna mayor que ta 
medirá a ta.

Pero si ta no mide a ab , entonces, res
tándose sucesivamente el menor de los (números) a b , ta del 
mayor, quedará un número que medirá al anterior. Pues no 
quedará una unidad: porque en otro caso a b , ta serán 
primos entre sí [VII, 1], que es precisamente lo que se ha 
supuesto que no. Así pues, quedará un número que medirá 
al anterior. Ahora bien, v a , al medir a b e , deje e a  menor que 
él mismo, y e a , al medir a az , deje z r  menor que él mismo, 
y mida rz a a e . A sí pues, como rz mide a a e , y a e  mide a 
a z , entonces rz medirá también a a z ; pero se mide también 
a sí mismo; entonces medirá también al total ta. Pero ta 
mide a b e ; luego r z  mide a b e ; y mide también a e a , por 
tanto medirá también al total b a ; pero mide también a ta; 
entonces r z  mide a a b , ta. Por tanto, rz es medida común 
de AB, TA.
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Digo ahora que también es la máxima. Pues, si rz no es 
la medida común máxima de a b , i a , un número que sea ma
yor que rz medirá a los números ab, r/v Mídalos (un núme
ro) y sea H. Y como h  mide a ta y ta mide a b e , entonces h  

mide también a b e ; pero también mide al total b a ; entonces 
medirá también al resto a e . Pero a e  mide a a z ; por tanto, H 

medirá a a z  y mide también al total Ar; luego medirá tam
bién al resto rz, esto es: el mayor al menor, lo cual es im
posible; así pues, no medirá a los números a b , ta  un número 
que sea mayor que rz.

Por consiguiente, rz es la medida común máxima de
AB, TA.

Porisma:
A partir de esto queda claro que, si un número mide a 

dos números, medirá también a su medida común máxima. 
Q. E. D .w.

u  Si la proposición anterior puede considerarse como un «test» de la 
propiedad de ser primos relativos, ahora Euclides ofrece un método no 
menos eñcaz para hallar la medida común máxima de dos números por el 
mismo método de sustracción recíproca sucesiva (anthyphairein). Puede 
que este método proceda de la determinación de razones entre dos seccio
nes del monocordio — como sugiere A. Szabó—. Desde luego, la noción 
de anthyphaíresis parece relacionada con un concepto de razón numérica 
anterior a Euclides. (Más adelante, en X 2, 3, se encontrará una nueva 
aplicación en un marco más general.) Por otro lado, la versión moder
nizada de este procedimiento en términos no ya de sustracción sino de 
división, y de su resultado como obtención del «máximo común divisor», 
puede prestarse a equívocos, e.g. al aproximar la aritmética euclidea a la 
moderna aritmética de fracciones. Mayor confusión sería una mezcla de 
todo ello tan curiosa como la acepción del uso «matemático» de anthy- 
phairéo (referido a X 2, 3) en los términos: «sustraer alternativamente dos 
magnitudes para hallar el máximo denominador común» — en el Diccio
nario Griego-Español II, Madrid, C.S.I.C., 1986, pág. 309.

!a>
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Proposición 3

Dados tres números no primos entre sí, hallar su medi
da común máxima.

Sean a, b, r  los tres números dados no primos entre sí.
Así pues, hay que hallar la medida común máxima de 

a , b , r .

Tómese pues la medida común 
máxima, A, de los dos (números) A, B 

z [VII, 2]; entonces a  o  mide o no mi
de a r. En primer lugar mídalo; pero 

mide también a A, b ; entonces A mide a a , b , r. Luego a  es 
una medida común de A, B, r.

Digo ahora que también es la máxima. Pues si A no es la 
medida común máxima de A, b, r, un número que sea mayor 
que a  medirá a los números A, B, r. Mídalos y sea E. Así 
pues, como e mide a a, b, r, entonces medirá también a A, B, 
luego medirá también a la medida común máxima de a, B 
[VII, 2, Por.]. Pero la medida común máxima de AB es a ; 

entonces E mide a a , el mayor al menor; lo cual es imposi
ble. Por tanto no medirá a los números a, b, r un número 
que sea mayor que a ; entonces a  es la medida común máxi
ma de a, B, r.

Ahora no mida a  a r.
Digo, en primer lugar, que r, A no son primos entre sí. 

Pues, como A, B, r  no son primos entre sí, algún número los 
medirá. Entonces el que mida a a , b , r ,  medirá también a a , 

b ; y  medirá también a A la medida común máxima de A, B 

[VII, 2, Por.]; pero mide también a r; entonces un número 
medirá a a , r; luego a , r no son primos entre sí. Tómese,
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p u e s ,  s u  m e d id a  c o m ú n  m á x im a ,  E [VII, 2]. Y c o m o  E m id e  

a  a , m ie n t r a s  q u e  A m id e  a  A, B, e n to n c e s  E t a m b ié n  m id e  a  

A, b ; p e r o  m id e  t a m b ié n  a  r; lu e g o  E m id e  a  a , b , r; p o r  

t a n to ,  E e s  u n a  m e d id a  c o m ú n  d e  a , b , r.
Digo ahora que también es la máxima. Pues, si E no es 

la medida común máxima de A, b , r, un número que sea 
mayor que E medirá a los números a , b , r. Mídalos y sea z. 
Ahora bien, como z  mide a a , b , r ,  también mide a a , b ; 

entonces también medirá a la medida común máxima de a , 

B [VII, 2, Por.]. Pero A es la medida común máxima de A, b ; 

entonces z mide a a ; y mide también a r ;  luego z mide a A, 

r ;  por tanto medirá también a la medida común máxima de 
A, r [VII, 2, Por.]. Pero E es la medida común máxima de a , 

r; entonces z mide a E, el mayor al menor, lo cual es impo
sible; por tanto, no medirá a los números a , b , r un número 
que sea mayor que E.

Por consiguiente, E es la medida común máxima de a , 

b , r. Q. E. D .83.

83 Herón señala que este método nos permite hallar la medida común 
máxima de tantos números como queramos y no sólo de tres, porque cual
quier número que mida a dos números medirá también a su medida común 
máxima. Asi que se trata de ir hallando sucesivamente la medida común 
máxima de pares de números, hasta que queden sólo dos números de los 
que se hallará la medida común máxima. Euclides asume tácitamente esta 
extensión en VII 33 donde se toma la medida común máxima de tantos 
números como se quiera.

Estas proposiciones iniciales 1-3 del libro VII presentan el llamado 
«algoritmo» euclídeo para la determinación de números primos y la ob
tención de la medida común máxima entre dos o más números no primos 
entre sí. Esa denominación no es inadecuada en la medida en que, cierta
mente, representan un procedimiento de cálculo efectivo, i.e. una rutina 
metódica capaz de conducimos en una serie finita de pasos a un resultado 
preciso.
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Proposición 4

Todo número es parte o partes de todo número, el me
nor del mayor.

Sean dos números a , Br, y  sea el menor Br.
Digo q u e  B r e s  p a r te  o  p a r te s  d e  a .

Pues a , Br o son primos entre sí o no lo son.
En primer lugar sean primos entre si. 

Entonces, si se divide Br en las unidades 
que hay en él, cada unidad de las que hay 
en Br será alguna parte de a ; de modo que 
Br es partes de a .

Ahora no sean a , Br primos entre sí; 
entonces Br o mide a a  o no (lo mide). Si 
en efecto Br mide a a , Br es parte de a .
Pero, si no, tómese la medida común 

máxima, a , de a , Br [VII, 2] y divídase Br en los (números) 
b e , e z , zr iguales a a . Ahora bien, como a  mide a a , a  es 
parte de a ; pero a  es igual a cada uno de los (números) BE, 
e z , zr; luego cada uno de los (números) b e , e z , z r  es 
también parte de a . De modo que Br es parte de a .

Por consiguiente, todo número es parte o partes de todo 
número, el menor del mayor. Q. E. D .84.

84 En términos modernos se podría resumir como sigue:
Dados dos números A y B, en primer lugar se halla su máximo común 

divisor, C. Si C es contenido x veces en a e y veces e n B. x ey  precisarán la 
razón de a  a B. De esta forma, la razón de 10 a 15, por ejemplo, será 2/3.
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Pro po sic ió n  5

Si un número es parte de un número, y  otro es la misma 
parte de otro, la suma será también la misma parte de la 
suma que el uno del otro.

Pues sea e l número a  parte del número B r, y  otro (nú
mero) a la misma parte de otro (núme
ro) ez que a  de Br.

Digo q u e  la  s u m a  d e  a , a  e s  la  m i s 

m a  p a r te  d e  la  s u m a  d e  Br, e z  q u e  a  

d e  Br.

Pues como la parte que es a  de B r, 

la misma parte es a de e z , entonces, cuantos números hay 
en Br iguales a a , tantos números hay en e z  iguales a a . 

Divídase Br en bh, Hr iguales a a , y e z  en Ee, e z  iguales a 
a . Entonces la cantidad de los (números) bh, Hr será igual a 
la cantidad de los (números) Ee, e z .  Y como bh es igual a a  

y Ee es igual a a , entonces bh, Ee son iguales a a , a . Por lo 
mismo, Hr, e z  son también iguales a a , a . Por tanto, cuantos 
números hay en Br iguales a a , tantos hay en Br, e z  iguales 
a A, A. Luego, cuantas veces Br es múltiplo de A, tantas 
veces lo es también la suma de Br, e z  de la suma de a , a .

Por consiguiente, la parte que A es de Br, la misma parte 
es también la suma de a , a  de la suma de Br, ez. q . e. d. 85.

ts En términos modernos se podría resumir:
Dados cuatro números a, b, C, D.
Si a  = ( l / n )  s  y f  = í l / n )  D ,  entonces a  +  c  = ( 1 / n )  ( B  + D j .

Esta proposición puede relacionarse con V 1, donde las demostracio
nes son bastante similares, pero en V 1, se habla de «múltiplo», mientras 
que en Vil 5, se trata de «parte» o submúltiplo.
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Proposición 6

Si un número es partes de un número y  otro (número) es 
las mismas partes de otro (número), la suma será también 
las mismas partes de la suma que el uno del otro.

Pues sea el número ab  partes del número r, y  otro 
(número) AE las mismas partes de otro (número), z, que AB 
de r.

Digo que la  suma de a b , ae  es también las mismas par
tes de la suma r, z  que ab  de r.

Pues como las partes que ab  es de r, 
las mismas partes es también ae  de z, 
entonces, cuantas partes de r hay en AB, 
tantas partes de z  hay también en AE. Di
vídase ab  en las partes a h , h b  de r, y ae 

en las partes Ae, 0E  de z; entonces la cantidad de los 
(números) a h , hb  será igual a la cantidad de los (números) 
AQ, 0E. Y como la parte que a h  es de r, la misma parte es 
también Ae de z, entonces la parte que es a h  de r, la misma 
parte es también la suma de a h , Ae de la suma de r, z  [VII 
5]. Por lo mismo, la parte que es hb  de r, la misma parte es 
también la suma de hb , o e  de la suma de r, z.

Por consiguiente, las partes que es ab  de r ,  las mismas 
partes es también la suma de a b , ae de la suma de r, z. 
Q. E. D .86.

A
r A

H 0

B E

Si A  = (mJn) B , C  =  (m /n) D, entonces: A  + C = (m /n )  ( b  + d ) .
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Pr o p o s ic ió n  7
Si un número es la misma parte de un número que un 

(número) restado de (un número) restado, el resto será la 
misma parte del resto que el total del total.

Pues sea el número ab  la misma parte del número rA 
que el número (restado) a e  del (número) restado rz .

a e _______ B

h________________ r ___________ z________________ A

Digo que el resto, eb , es también la misma parte del res
to, za , que el total ab  del total ta.

Pues la parte que AE es de r z ,  la misma parte sea tam
bién eb  de th . Y como la parte que AE es de r z ,  la misma 
parte es también eb  de rH, entonces la parte que a e  es de rz ,  
la misma parte es también ab  de h z  [VII, 5]. Pero la parte 
que a e  es de r z ,  la misma parte se ha supuesto que es ab  de 
ta; entonces la parte que es ab  de h z , es también la misma 
parte de ta, luego h z  es igual a ta. Quítese de ambos rz ;  
entonces el resto h z  es igual al resto z a . Y como la parte 
que a e  es de r z ,  la misma parte es también eb  de Hr, y  Hr es 
igual a za , entonces la parte que a e  es de r z ,  la misma parte 
es eb  de za . Ahora bien, la parte que a e  es de r z ,  la misma 
parte es también ab  de ta .

Por consiguiente, el resto eb es la misma parte del resto 
za  que el total, a b , del total, ta. Q. e . D .87.

17 Si A = (Un) b : c  = (Un) d , entonces: A -  C = (Un) (b - d) .

191.-9
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Proposición 8

Si un número es las mismas partes de un número que un 
(número) restado de un (número) restado, el restó será las 
mismas partes del resto que el total del total.

Pues sea el número ab  las mismas partes del número ta 
que el (número) restado a e  del (número) restado rz.

Digo que el resto eb  es las mis-
'---------------- -------- ' mas partes del resto ZA que el total
__ 5¡L$__ 5L? ab del total ta.

a a e  b Hágase H e igual a a b . Entonces
las partes que H e es de ta, las mis

mas partes es también a e  de rz. Divídase H e en las partes 
h k , Ke de ta y a e  en las partes a a , a e  de rz; entonces la 
cantidad de los números h k , Ke será igual a la cantidad de 
los (números) a a , a e . Y como la parte que hk  es de ta, la 
misma parte es también aa  de rz, y ta es mayor que rz, en
tonces h k  es también mayor que a a . Hágase h m  igual a a a . 
Entonces la parte que hk  es de ta, la misma parte es tam
bién h m  de rz; por tanto, el resto m k  es la misma parte del 
resto za  que el total h k  del total ta [VII, 7].

Como la parte que Ke es de ta, la misma parte es, a su 
vez, ea  de rz, y ta es mayor que rz, entonces eK  es mayor 
que e a . Hágase kn  igual a e a . Entonces la parte que Ke es 
de ta, la misma parte es kn  de rz. Por tanto, el resto Ne es 
la misma parte del resto za  que el total Ke del total ta [VII 
7]. Pero se ha demostrado que el resto MK es la misma parte 
del resto za  que el total h k  del total ta; así pues, la suma de 
m k , Ne es también las mismas partes de AZ que el total 6H 
del total ta. Pero la suma de m k , Ne es igual a eb , y o h  a ba .
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Por consiguiente, el resto EB es las mismas partes del 
resto za que el total ab del total ta. Q. E. D.

P r o f o s ic ió n  9
Si un número es parte de un número y  otro (número) es 

la misma parte de otro, también, por alternancia, la parte o 
partes que el primero es del tercero, la misma parte o par
tes será el segundo del cuarto.

Pues sea el número a  parte del número Br, y otro 
(número) a la misma parte de otro e z  que a 
de Br.

Digo que también, por alternancia, la 
parte o partes que a  es de a , la misma parte 
o partes es también Br de e z .

Pues como a es parte de B r y a es la 
misma parte de e z , entonces, cuantos nú
meros iguales a a  hay en Br, tantos hay 
también en e z  iguales a a. Divídase Br en 
los (números) bh, Hr iguales a a , y e z  en los (números) Ee, 

e z  iguales a a ; entonces, la cantidad de los (números) bh, 
Hr será igual a la cantidad de los (números) Ee, ez.

Ahora bien, puesto que los números b h , Hr son iguales 
entre sí, y los números Ee, e z  son también iguales entre sí, 
mientras que la cantidad de los (números) b h , Hr es igual a 
la cantidad de los (números) Ee, ez , entonces la parte o par
tes que bh es de Ee, la misma parte o las mismas partes es 
también Hr de ez; de modo que también la parte o partes 
que bh es de Ee, la misma parte o las mismas partes es la 
suma de ambos, Br, de la suma de ambos, e z . Pero BH es 
igual a a  y  Ee a a .
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Por consiguiente, la parte o partes que A es de a, la mis
ma parte o las mismas partes es Br de ez. Q. E. D.88.

Proposición 10

Si un número es partes de un número y  otro (número) es 
las mismas partes de otro, también, por alternancia, las 
partes o parte que el primero es del tercero, las mismas 
partes o la misma parte será también el segundo del cuarto.

Pues sea el número ab partes del número r, y otro 
(número) ae las mismas partes de otro z.

Digo que también, por alternancia, las 
partes o parte que ab es de ae, las mis
mas partes o la misma parte es también r 
de z.

Pues como las partes que AB es de r, 
las mismas partes es ae de z, entonces, 
cuantas partes de r hay en AB, tantas par
tes (habrá) también en ae de z. Divídase 
ab en las partes de r, a saber: ah, hb, y 
ae en las partes de z, a saber: A0, 0E; 
entonces la cantidad de los (números) ah, 

hb será igual a la cantidad de los (números) A0, 0E. Ahora 
bien, puesto que la parte que ah es de r, la misma parte es 
también ab de z, también, por alternancia, la parte o partes 
que ah es de ab, la misma parte o las mismas partes es 
también r de z [VII, 9]. Por lo mismo entonces, la parte o 
partes que hb es de ©E, la misma parte o las mismas partes 
es también r de z; de modo que asimismo [la parte o partes

’’ Si 4  = 1 r  = ( l ' n )  D . .4 = (m/n) c, entonces: B = (m/rtj D .

que ah es de A0, la misma parte o las mismas partes es 
también hb de 0E; por tanto la parte o partes que ah es de 
A0, la misma parte o las mismas partes es también ab de ae; 
pero se ha demostrado que la parte o partes que AH es de A0, 
la misma parte o las mismas partes es r de z, y entonces] las 
partes o parte que es ab de ae, las mismas partes o parte es 
también r de z  [VII, 5, 6]. Q. E. D.89.

Proposición 11

Si como un todo es a un todo, así es un número restado 
a un (número) restado, también el resto será al resto como 
el todo al todo.

Como el todo ab es al todo ta, sea así el (número) resta
do ae al (número) restado rz.

Digo que también el resto eb es al resto za como el todo 
ab es al todo ta.

Puesto que, como ab es a ta, así ae a rz, entonces la 
parte o partes que ab es de ta, la misma parte o las mismas 
partes es ae de rz [VII, Def. 21], Luego el resto eb es la 
misma parte o partes de za que ab de ta [VII, 7, 8],

A ________ E___________________ B

r z á

Por consiguiente, como eb es a za, así ab a ta [VII, Def. 
21]. Q. E. D.90.

9 Heiberg, sobre la base del ms. P, concluye que el texto entre corche
tes es una interpolación atríbuible a Teón por figurar en el margen en este 
importante manuscrito y aparecer escrito por una mano posterior.

90 Euclides asume en las proposiciones 11-13 que el primer número es 
menor que el segundo o que el segundo y el tercero. Las figuras de estas
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Proposición 12

Si unos números, tantos como se quiera, fueren propor
cionales, como uno de los antecedentes es a uno dé los con
secuentes, así todos los antecedentes serán a todos los con
secuentes.

Sean a , b , r, a tantos números como se quiera en pro
porción, (es decir que) como A es a B, 
así r es a a .

Digo que como a es a B, así a , r 
a b , A.

Pues, dado que, como a  es a b , así r 
a a, entonces, la parte o partes que a  es 
de B, la misma parte o partes es también 
r de a [VII, Def. 21]. Luego la suma de 
ambos a , r  es la misma parte o las 

mismas partes de la suma de ambos b , a que a  de b [VII, 
5,6].

proposiciones son inconsistentes con esta suposición. Si los hechos con- 
cuerdan con las figuras hay que tener en cuenta otras posibilidades que se 
encuentran en la definición 21 de este libro, a saber: que el primer número 
puede ser también un múltiplo más una parte o partes de cada número con 
el que se compara. Así pues, habría que tomar en consideración diferentes 
casos.

Por lo demás, esta proposición se corresponde con V 19, que se aplica 
a magnitudes. El enunciado es prácticamente el mismo cambiando mége- 
thos «magnitud» por arithmós «número». La prueba es una combinación 
de VII, Def. 21, y los resultados de VII 7-8, y el lenguaje de las propor
ciones se adapta al de los números y fracciones mediante la definición 21 
del libro VII.
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Por consiguiente, como a es a b, así a , r a b , a [VII, Def. 
2 1 ] . Q. E. D .91.

Proposición 13

Si cuatro números son proporcionales, también por al
ternancia serán proporcionales.

Sean a , b , r, a cuatro números proporcionales (es decir, 
que) como a es a b , así r a a .

Digo que también por alternancia, 
serán proporcionales (es decir, que) como 
A es a r, así b a a.

Puesto que, como A es a B, así i a A, 
entonces la parte o partes que a es de B, la 
misma parte o las mismas partes es 
también r de a [VII, Def. 21]. Luego, por 
alternancia, la parte o partes que a  es de r, 
la misma parte o las mismas partes es 
también b de a [VII, 10].

Por consiguiente, como a es a r, así b a a [VII, Def. 21]. 
Q. E. D.92.

91 Esta proposición se corresponde con V 12, y, como en el caso de la 
anterior, el enunciado es prácticamente el mismo sustituyendo «magnitud» 
por «número». La prueba combina, a su vez, la definición Vil 21, y los re
sultados de Vil 5-6, que se declaran verdaderos para cualquier cantidad de 
números y no sólo para dos como en los enunciados de Vil 5-6.

92 Si a : b :: c : d, entonces, por alternancia: a : c b : d.
La proposición se corresponde con V 16, y la prueba conecta Vil, Def. 

21, con el resultado de Vil 10.
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Proposición 14

Si hay unos números, tantos como se quiera, y  otros 
iguales a ellos en cantidad que, tomados de dos en dos, 
guardan la misma razón, también, por igualdad, guardarán 
la misma razón.

Sean A, B, r  tantos números como se quiera y  A, E, z  
otros iguales a ellos en cantidad que, tomados de dos en 
dos, guardan la misma razón, (es decir que) como A es a B, 
así a a E, y como b es a r , así E a  z.

A

~ í  '

Z "

Digo que también, por igualdad, como A es a r, asi 
A a z .

Puesto que, como a  es a B, así a  a e , entonces, por alter
nancia, como a  es a a , así b a e  [VII, 13]. Así mismo, dado 
que como B esa r , así H az, entonces, por alternancia, como 
B es a e , así i a z  [VII, 13]. Pero, como b  es a e , así a  a a ; 

por tanto, como a  es a a , así también r a z; luego, por alter
nancia, como A es a r, así a a z [VII, 13]. Q. E. D.9J.

A

B

r

,J Si a : b :: d : e y b : c :: e :/, entonces, por igualdad: a . c v . d . f .
Y lo mismo es verdad sin que importe cuántos sean los sucesivos nú

meros relacionados. Este método no puede usarse para la proposición co
rrespondiente de magnitudes (V 22); porque sólo probaría V 22 para seis 
magnitudes homogéneas, y las magnitudes de V 22 no están sujetas a di
cha limitación.
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Proposición 15

Si una unidad mide a un número cualquiera, y  un se
gundo número mide el mismo número de veces a otro núme
ro cualquiera, por alternancia, la unidad medirá también al 
tercer número el mismo número de veces que el segundo al 
cuarto.

Pues mida la unidad a a un número cualquiera Br, y 
mida un segundo número, a, a otro número cualquiera ez el 
mismo número de veces.

Digo que, por alternancia, la unidad a mide también al 
número a el mismo número de veces que Br a ez.

a  b _________h _________e _________r

A

E_________________ K _________________ A _________________ Z

Pues como la unidad a mide al número Br el mismo nú
mero de veces que a a ez, entonces, cuantas unidades hay 
en Br, tantos números hay en EZ iguales a A. Divídase Br en 
sus unidades bh, He, er, y ez en los (números) ek, ka, az 
iguales a a. Entonces la cantidad de las (unidades) BH, He, 
er  será igual a la cantidad de los (números) EK, KA, AZ.

Ahora bien, puesto que las unidades bh, He, er  son 
iguales entre sí, y los números ek, ka, az son también igua
les entre si, mientras que la cantidad de las unidades bh, He, 

er, es igual a la cantidad de los números ek, ka, az, enton
ces, como la unidad bh es al número ek, así la unidad He  

será al número ka y la unidad er  al número az. Así pues,
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como uno de los antecedentes es a uno de los consecuentes, 
así serán todos los antecedentes a todos los consecuentes 
[VII, 12]; por tanto, como la unidad bh es al número ek, así 
Br es a EZ. Pero la unidad bh es igual a la unidad A, y el nú
mero EK es igual al número a. Luego, como la unidad a es 
al número a, así Br es a ez.

Por consiguiente, la unidad A mide al número a el mis
mo número de veces que Br a EZ. Q. E. D.9*.

Proposición 16

Si dos números, al multiplicarse entre sí, hacen ciertos 
(números), los (números) resultantes serán iguales entre 
s í94 95.

Sean a, b los dos números, y a, al multiplicar a B, haga 
el (número) r, y B, al multiplicar a a, haga el (número) a.

Digo que r es igual a a.
Dado que a, al multiplicar a B ha hecho el (número) r, 

entonces b mide a r  según las unidades de a. Pero la unidad

'--------------------------- ' A

B

r

A

i------- 'E

E mide también al número a según sus unidades; entonces la 
unidad E mide al número a el mismo número de veces que b

94 Esta proposición puede considerarse un caso particular de Vil 9.
95 Hoi genómenai ex autón «los números resultantes a partir de ellos». 

Esta expresión es la utilizada normalmente para el resultado de multipli
caciones. En este caso las palabras ex autón resultan ambiguas, se refieren
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a r. Entonces, por alternancia, la unidad E mide al número B 

el mismo número de veces que A a r  [Vil, 15]. Puesto que B, 

al multiplicar a a , ha hecho a su vez el (número) a , entonces 
a  mide a a  según las unidades de B. Pero la unidad E mide 
también a B según sus unidades; entonces la unidad E mide 
al número b el mismo número de veces que a  a a . Pero la 
unidad E medía al número b  el mismo número de veces que 
a  a r; por tanto, a  mide el mismo número de veces a cada 
uno de los (números) r, a .

Por consiguiente, r  es igual a a . q . e . D.

Proposición 17

Si un número, al multiplicar a dos números, hace cier
tos (números), los (números) resultantes guardarán ¡a mis
ma razón que los multiplicados.

Pues haga el número A, al multiplicar a los números B, r, 
los (números) a , e .

Digo q u e  como b  e s  a  r ,  a s í  a  a  e .

Pues dado que a , al multiplicar a B, ha hecho el (n ú -

----------ia n------------------ >

mero) a , entonces b  mide a A según las unidades de a . Pero 
la unidad z  también mide al número a  según sus unidades;

a los números ¡nicialmenle dados. Creo que suprimirlas es la mejor mane
ra de deshacer la ambigüedad.

Por otra parte, la proposición prueba que el orden de factores no altera 
el producto.

III
I
II
II
I
1

I
II
I
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entonces la unidad z  mide a A el mismo número de veces 
que B a A. Por tanto, como la unidad z  es al número A, así B 
es a a [VII, Def. 21]. Por lo mismo, como la unidad z  es al 
número a, así también r a e ; luego, como b es a a, así r 
es a E.

Por consiguiente, por alternancia, como B es a r ,  así A 
a E [VII, 13]. Q. E. D.

Proposición 18

Si dos números, al multiplicar a un número cualquiera, 
hacen ciertos (números), los resultantes guardarán la mis
ma razón que los multiplicados.

Pues hagan los dos números A, B, al multiplicar a un nú
mero cualquiera, r, los (números) a , e .

Digo q u e ,  como a  e s  a  B, a s í  a  a  E.
Pues, dado que a , al multiplicar a r, ha hecho el (nú

mero) A, entonces r, al multiplicar a A, también ha hecho eí

a  r a

^  j. , ■ . -  -  1

número a [Vil, 16]. Por lo mismo, también r ,  al multiplicar 
a B, ha hecho el número E. Entonces el número r , al multi
plicar a los dos números A, B, ha hecho los (números) A, E.

Por consiguiente, como a  es a B, así A a E [VII, 17]. 
0- E. D.
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Proposición 19

Si cuatro números son proporcionales, el producto96 del 
primero y  el cuarto será igual al del segundo y  el tercero; y  
si el producto del primero y  el cuarto es igual al producto 
del segundo y  el tercero, los cuatro números serán propor
cionales.

Sean a , b , r, a  cuatro números proporcionales (tales 
que) como A es a B, así r a a ; y  A, al multiplicar a A, haga el 
(número) e , y  B, al multiplicar a r, haga el (número) z .

Digo que E es igual a z.

Pues a , al multiplicar a r ,  haga el (número) H.

Así pues, dado que a , al multiplicar a r, ha hecho el 
(número) H, y ,  al multiplicar a a , ha hecho el (número) E,

96 A partir de aquí traduzco por «producto» la expresión griega utiliza
da comúnmente para el resultado de la multiplicación ho genómenos ek... 
«el (número) resultante (o producido) a partir de».
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entonces, el número a, al multiplicar a los dos números r, a, 
ha hecho los (números) H, E. Luego, como r  es a a, así H es 
a e [VII, 17]. Pero como r es a a, así a es a b; entonces, 
como a es a b, así también h es a e. Puesto que a, al multi
plicar a r ,  ha hecho a su vez el (número) H, mientras que B, 
al multiplicar a r ,  ha hecho el (número) z; entonces, los dos 
números a, b, al multiplicar a cierto número, r, han hecho 
los (números) H, z.

Por tanto, como a  es a B, así H a z  [VII, 18]. Pero, como 
a  es a B, así h  a e ; entonces, como h  es a E, así también H 
a z. Por tanto, H guarda la misma razón con cada uno de los 
(números) E, z. Luego e es igual a z  [V, 9],

Sea e ahora igual a z.
Digo q u e ,  como a  e s  a  B, a s í  r  a  a .

Pues, siguiendo la misma construcción, dado que E es 
igual a z, entonces, como H es a e, así h a z  [V, 7], Pero 
como H es a E, así r a A [VII, 17], mientras que, como H es a 
z , así a  a B [VII, 18].

Por consiguiente, como a  es a b , así también r  a a . 

Q. E. D .97.

Proposición 20

Los números menores de aquellos que guardan la mis
ma razón que ellos miden a los que guardan la misma razón

91 Heiberg relega al apéndice una proposición que aparece en los mss. 
V, p, en el sentido de que, si tres números son proporcionales, el producto 
de los extremos es igual al cuadrado del medio, y viceversa. No aparece 
en la primera mano de P; B la tiene en el margen y Campano la omite. Al- 
Nayrizl cita la proposición sobre tres números proporcionales como una 
observación a Vil 19 debida probablemente a Herón.
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el mismo número de veces, el mayor al mayor y  el menor al 
menor.

Pues sean I'A, ez los números menores de aquellos que 
guardan la misma razón que a, b.

Digo que t a  mide a a el mismo número de veces que 
ez a B.

Porque I'A no es partes de a, pues, si 
fuera posible, sea así; entonces ez es las 
mismas partes de B que í'a de a [VII, 13 
y Def. 21]. Luego, cuantas partes hay 
en ta de a, tantas partes hay en ez de b 
Divídase ta en las partes th , ha  de a, y 
ez en las partes Ee, ez  de b ; entonces la 
cantidad de los (números) nt, ha será 
igual a la cantidad de los (números) Ee, 
ez. Ahora bien, puesto que los números rn, ha  son iguales 
entre sí y los números Ee, e z  son también iguales entre sí, 
mientras que la cantidad de los (números) m , ha es igual a 
la cantidad se los (números) Ee, ez, entonces, como ra es a 
Ee, así ha  a ez. Por tanto, como uno de los antecedentes es 
a uno de los consecuentes, así todos los antecedentes serán a 
todos los consecuentes [VII, 12]. Luego, como rH es a Ee, 
así I'A a ez; por tanto, TH, Ee guardan la misma razón que 
I'A, ez, siendo menores que ellos; lo cual es imposible: 
porque se ha supuesto que I'A, ez son los menores de los que 
guardan la misma razón que ellos. Luego ta no es partes de 
a; entonces es parte (de a) [VII, 4]. Y ez es la misma parte 
de Bque I’a de a [VII, 13 y Def. 21].

Por consiguiente, í'a mide a a el mismo número de ve
ces que ez a B. Q. E. D.98.

91 Aquí Heiberg omite una proposición que sin duda es una interpola
ción de Teón (B, V, p la tienen como VII 22, pero P la presenta en el
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Proposición 21

Los números primos entre sí son ¡os menores de aque
llos que guardan la misma razón que ellos.

Sean a , b  números primos entre sí.

Digo que a, B son los menores de aquellos que guardan 
la misma razón que ellos.

Pues, si no, habrá algunos números 
menores que A, B que guarden la misma 

B razón que A, B. Sean r, a.
A Así pues, como los números menores

de los que guardan la misma razón miden a 
los que guardan la misma razón el mismo 
número de veces, el mayor al mayor y el 

í menor al menor, es decir, el antecedente al
r A |  antecedente y el consecuente al con

secuente [VII, 20], entonces r  mide a a el 
mismo número de veces que A a B.

Pues cuantas veces r mide a a, tantas unidades habrá 
en E. Por tanto, A mide a B según las unidades de E. Pero, 
puesto que r  mide 3 a según las unidades de E, entonces E 
mide a a según las unidades de r  [VII, 16], Luego, por lo 
mismo, E mide también a b según las unidades de a [VII, 
16]. Entonces E mide a A, B que son primos entre sí. Lo cual 
es imposible [VII, Def. 13]. Luego no habrá algunos núme
ros menores que a, b que guarden la misma razón con a, b.

margen y en la última mano; Campano la omite también). Prueba, para 
números, la proporción perturbada:

Si a : b :: e : f  y b : c :: d : e, entonces a . c w d . f .

Por consiguiente, a, b son los menores de aquellos que guar
dan la misma razón que ellos. Q. E. D.

• m .
Proposición 22

Los números menores de aquellos que guardan la mis
ma razón que ellos son primos entre sí.

Sean a, b los números menores de aquellos que guardan 
la misma razón que ellos.

Digo que A, B son primos entre sí.
Pues, si no son primos entre sí, algún número los medi

rá. Mídalos (un número) y sea r. ai------------------------- 1
Y, cuantas veces mide r a A, tantas _____________ _
unidades haya en A, y, cuantas ve
ces r mide a b, tantas unidades ha- r ' '
ya en e. a .-----------1

Puesto que r mide a a  según _____ i
las unidades de a, entonces r, al
multiplicar a a, ha hecho el (número) A [VII, Def. 16]. Por 
lo mismo, también r, al multiplicar a E, ha hecho el (nú
mero) b. Así pues, el número r, al multiplicar a los dos nú
meros a, E ha hecho los (números) A, b; por tanto, como a 
es a e, así a a b [VII, 17]; entonces a, e guardan la misma 
razón que a, b, siendo menores que ellos, lo cual es imposi
ble. Luego ningún número medirá a los números a, b.

Por consiguiente, A, B son primos entre sí. Q. E. D." .

w Beppo Levi, Leyendo a EucUdes, Rosario, 1947, pág. 208, dice que 
los enunciados de 20, 21 y 22, suponen implícitamente por lo menos uno 
de los siguientes hechos: existe un par de números mínimos entre los que 
guardan una misma razón; existe un par de números primos entre sí entre 
los pares que guardan la misma razón. Pues, aunque se admite como evi-

' v

191.-10
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Proposición 23

Si dos números son primos entre sí, el número que mide 
a uno de ellos será primo respecto al restante.

Sean a , B dos números primos entre sí, y mida a A un 
número cualquiera r.

Digo que también r, b  son primos 
entre sí.

Pues si r, B no son primos entre sí, 
algún número medirá a r, B. Mídalos y 
sea A. Puesto que A mide a r, mientras 
que r mide a a , entonces a  mide también

1 a a . Pero mide también a b ; entonces a 
a b r . , ,mide a a , B que son primos entre si; lo

cual es imposible [VII, Def. 12]. Por tanto ningún número
medirá a los números r , B.

Por consiguiente, r, b son primos entre sí. Q. E. D.

Proposición 24

Si dos números son primos con respecto a otro número, 
también su producto será primo con respecto al mismo (nú
mero).

Sean los dos números a , b  primos con respecto a un nú
mero r, y  a , al multiplicar a b , haga a .

dente la existencia de un mínimo en todo sistema de enteros, no es eviden
te la existencia de un par minimo.
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Digo que r, a  son primos entre sí.
Pues si r, a  no son primos entre sí, algún número medirá 

a r, a . Mídalos y sea H. Ahora 
T T I ] bien, puesto que r, a  son primos

entre sí, y cierto número E mide a 
r, entonces a , e  son primos entre 

b |: sí [VII, 23], Entonces, cuantas
A veces E mide a a , tantas unidades

hay en z; por tanto, z mide tam- 
2 bién a A según las unidades de e

[VII, 16]. Luego E, al multiplicar a 
z, ha hecho el numero a  [VII, Def.

16], Pero también a , al multiplicar a B, ha hecho el 
(número) a ; así pues, el (producto) de E, z es igual al 
(producto) de a , b . Pero si el producto de los extremos es 
igual al producto de los medios, los cuatro números son 
proporcionales [VII, 19],

Entonces, como e  es a a , así b  es a z. Pero a , e  son pri
mos (entre sí) y los primos son también los menores, y los 
números menores de los que guardan la misma razón que 
ellos miden a los que guardan la misma razón el mismo 
número de veces, el mayor al mayor y el menor al menor, es 
decir: el antecedente al antecedente y el consecuente al con
secuente [VII, 20]. Por tanto, E mide a b ; pero también mide 
a r; luego e  mide a b , r que son primos entre sí; lo cual es 
imposible [VII, Def. 13]. Por tanto ningún número medirá a 
los números r, a.

Por consiguiente, r, a son primos entre sí. Q. E. D.
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Proposición 25

Si dos números son primos entre sí, el producto de uno 
de ellos (multiplicado por sí mismo) será primo con respec
to al restante 10°.

Sean A, b  dos números primos entre sí, y  a , al multipli
carse a sí mismo, haga r.

Digo que B, r son primos entre sí.
Hágase, pues, a igual a a . Puesto que A,

B b  son primos entre sí, mientras que A es igual
a A, entonces también a , b  son primos entre 
sí. Así pues cada uno de los (números) A, A 

es primo con respecto a b ; luego el producto 
de a , a  será primo con respecto a b  [VII, 24], pero el número 
producido a partir de a , a  es r.

Por consiguiente, r, B son primos entre sí. Q. E. D.

Proposición 26

Si dos números son primos con respecto a dos números, 
uno y  otro con cada uno de ellos, sus productos también 
serán primos entre si.

100 Ho ek toú henos auton genómenos, lit.: «el (número) producido por 
uno de ellos...» se refiere al producto de dicho número por sí mismo. Aña
do estas palabras entre paréntesis porque no aparecen en el texto griego. 
Por otra parte, la proposición es un caso particular de la precedente.

Pues sean a, b dos números primos ambos con respecto 
a cada uno de los dos números r, A, y a, al multiplicar a B, 
haga e, y r, al multiplicar a A, haga z.

Digo que E, z  son primos entre sí.
Pues como cada uno de los (números) a, b son primos 

con respecto a r, entonces el producto de A, B también será 
ai---------------------1 r>------------------1

B i----------------------------1 A i -------------------------------- 1

E i--------------------------------------------1

Z'------------------------------- 1

primo con respecto a r  [VII, 24], Pero el producto de A, b  es 
e; luego e, r son primos entre sí. Por lo mismo, a , e también 
son primos entre sí. Entonces cada uno de los (números) r, a 

es primo con respec to a e. Por tanto, el producto de r, a  será 
también primo con respecto a E [VII, 24], Pero el producto 
de los (números) r, a es z.

Por consiguiente los números E, z  son primos entre sí. 
Q. E. D.

Proposición 27

Si dos números son primos entre sí y  al multiplicarse 
cada uno a sí mismo hace algún otro (número), sus produc
tos serán primos entre sí, y  si los números iniciales, al mul
tiplicar a los productos, hacen ciertos números, también 
ellos serán primos entre sí [y siempre sucede esto con los 
extremos]m. 101

101 Heiberg atetiza el final del enunciado porque ákroi sólo podría sig
nificar «los últimos productos» y porque no hay nada en la prueba que se
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Sean a, b dos números primos entre sí, y A al multipli
carse a sí mismo haga el (número) r, y al multiplicar a r 
haga el (número) a ; por otra parte, b al multiplicarse a sí 
mismo haga el (número) E, y al multiplicar a E haga el (nú
mero) z.

Digo que r, E y a, z son primos entre sí.
Pues como a, b son primos entre sí, y a al multiplicarse 

a sí mismo ha hecho el (número) r, 
entonces r, b son primos entre sí [Vil, 
25], Dado que, en efecto, r, B son pri
mos entre sí y B, al multiplicarse por sí 
mismo, ha hecho el (número) E, enton
ces r, E son primos entre sí [VII, 25]. A 
su vez, como a, b son primos entre sí y 
B al multiplicarse a sí mismo ha hecho 
el (número) E, entonces A, E son pri
mos entre sí [VII, 25], Así pues, como 

los dos números a, r son primos ambos con respecto a cada 
uno de los dos números b, E, entonces el producto de a, r  es 
también primo con respecto al (producto) de B, E [VII, 26]. 
Pero el (producto) de a, r  es a, mientras que el (producto) 
de B, E es z.

Por consiguiente, a, z  son primos entre sí. Q. E. D.

A

&
1

:
B z

Proposición 28

Si dos números son primos entre si, su suma también 
será un (número) primo con respecto a cada uno de ellos; y  
si la suma de ambos es un (número) primo con respecto a

corresponda con estas palabras. De hecho Campano las omite. Heiberg 
concluye que se trata de una interpolación anterior a Teón.
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uno cualquiera de ellos, también los números iniciales se
rán primos entre sí.

Súmense pues los dos números primos entre sí a b , Br.
Digo que también la suma de 

ambos, a t , es un (número) primo a  b  r
con respecto a cada uno de los (nú- ----- *
m e r o s )  a b , Br.

Pues si t a , a b  no son primos entre sí, algún número 
medirá a t a , a b . Mídalos y  sea a . A sí pues, como a  mide a 
TA, a b , entonces medirá también al resto Br. Pero mide 
también a b a ; entonces a  mide a a b , b i que son primos entre 
sí; lo cual es imposible [VII, Def. 13]. Por tanto ningún nú
mero medirá a t a , a b ; luego t a , a b  son primos entre sí. Por 
lo mismo, Ar, rB son también primos entre sí. Entonces ta  

es primo con respecto a cada uno de los (números) a b , Br.
Sean a h o ra  rA, a b  p r im o s  entre sí.

Digo que a b , Br son también primos entre sí.

Pues si a b , Br no son primos entre sí, algún número 
medirá a los (números) a b , Br. Mídalos y  sea a . Ahora bien, 
como A mide a cada uno de los (números) a b , Br, entonces 
medirá también al total t a . Pero mide también a a b ; enton
ces A mide a los (números) t a , a b  que son primos entre sí; 
lo cual es imposible [VII, Def. 13]. Luego ningún número 
medirá a los (números) a b , Br.

Por consiguiente, a b , Br son primos entre sí. Q. E. D.



152 ELEMENTOS LIBRO Vil 153

Proposición 29

Todo número primo es primo con respecto a todo (nú
mero) al que no mide.

Sea a un número primo y no mida a b.
Digo que B, a son primos entre sí.
Pues si b, a no son primos entre sí, algún número los

____________  medirá. Mídalos y sea r. Puesto
que r  mide a b, pero a no mide a 

' B b, entonces r no es el mismo (nú-
--------- >r mero) que a. Y puesto que r mide

a b, a, entonces mide también a a 
que es primo nc siendo el mismo (que r); lo cual es impo
sible; luego ningún número medirá a los (números) B, A.

Por consiguiente, a, b son primos entre sí. Q. E. D.

Proposición 30

Si dos números, al multiplicarse entre sí, hacen algún 
(número) y  algún número primo mide a su producto, tam
bién medirá u uno de los iniciales.

Hagan, pues, los dos números a, b, al multiplicarse entre 
sí, el (número) r, y mida algún número primo, a, al (nú
mero) r.

Digo que a mide a uno de los (números) a, b.
Pues no mida a a; pero a es primo; entonces A, a son 

primos entre sí [Vil, 29]. Ahora bien, cuantas veces mida A

a r, tantas unidades haya en e. Así pues, como a mide a r 
según las unidades de e, entonces a, al multiplicar a E, ha 
hecho el (número) r [VII, Def. 16]. Pero, en efecto, a, al 
multiplicar a b, ha hecho también el 
(número) r; entonces el (producto) de A' '
A, e es igual al (producto) de a, b. bi--------------- .
Luego, como A es a a, así B a E [VII, r,______________
19]. Pero a, a son primos y los primos
son también los menores [VII, 21], y
los menores miden el mismo número El ~ '
de veces a los que guardan la misma
razón, el mayor al mayor y el menor al menor, es decir el
antecedente al antecedente y el consecuente al consecuente
[VII, 20]; así pues, a mide a b. De manera semejante
demostraríamos que, si no mide a B, medirá a A.

Por consiguiente, a mide a uno de los (números) a, b. 
Q. E. D.

Proposición 31

Todo número compuesto es medido por algún número 
primo.

Sea a un número compuesto.
Digo que a es medido por algún número primo.
Pues como A es compuesto, algún i ___________

número lo medirá. Mídalo y sea B.
Ahora bien, si B es primo se habría 
dado lo propuesto. Pero si es com- ' 'r 
puesto, algún número lo medirá. Mí
dalo y sea r. Pues bien, como r  mide a b y b mide a a, 
entonces.r mide también a a. Y si r es primo, se habría dado

*f.



lo propuesto. Pero si es compuesto, algún número lo medi
rá. Siguiendo así la investigación se hallará un número pri
mo, que lo medirál02. Pues, si no se halla, una serie infinita 
de números medirán al número a , cada uno de los cuales es 
menor que otro; lo cual es imposible en el (caso de) los nú
meros. Luego se hallará un número primo que medirá al 
anterior a él mismo, que también medirá a a .

Por consiguiente, todo número compuesto es medido 
por algún número primo. Q. E. D.
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Proposición 32

Todo número o es primo o es medido por algún (nú
mero) primo.

Sea a  un número.
Digo que a  o es primo o es medido por algún 

(número) primo.
Pues si a  es primo se habria dado lo 

propuesto, pero si es compuesto, algún número 
primo lo medirá [VII, 31].

Por consiguiente, todo número o es primo o 
es medido por algún (número) primo. Q. E. D.

102 Se echan en falta en esta proposición las palabras «al anterior a él 
mismo que también medirá a a»  que aparecen asi unas líneas más abajo. 
Heiberg piensa que es posible que dichas palabras hayan desaparecido de 
P en este lugar, debido a un error de homeoteleuton. Por otro lado, relega 
al apéndice una prueba alternativa de esta proposición, cf. Heath, ed. cit., 
pág. 333.
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Proposición 33

Dados tantos números como se quiera, hallar ¡os meno
res de aquellos que guardan la misma razón que ellos.

Sean a , b , r  tantos números dados como se quiera.
Así pues hay que hallar los menores de los que guardan 

la misma razón que a , b , r.
Pues a , b , r o son primos entre sí o no. Si, en efecto, son 

primos entre sí, son los menores de los que guardan la mis
ma razón que ellos [VII, 21],

Pero si no, tómese la medida común máxima, a , de a , 

B, r; y, cuantas veces mida a a cada uno de los (números) a ,

B, r, tantas unidades haya en cada uno de los (números) E, z, 
H. Entonces, los números a , b, r  miden respectivamente a 
los (números) E, z, h , según las unidades de a  [VII, 16]. 
Luego E, z , H miden el mismo número de veces a a , b, r; 
por tanto, E, z, H guardan la misma rc>zón que a , b, r  [VII, 
Def. 21],

Digo además que también son los menores.
Pues si E, z, H no son los menores de los que guardan la 

misma razón que a , b , r, habrá unos números menores que 
E, z, H que guarden la misma razón con a , b , r. Sean e, k, a ;
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entonces z  mide a A el mismo número de veces que K, A mi
den respectivamente a B, r. Ahora bien, cuantas veces e  
mide a a , tantas unidades haya en m ; entonces K, A miden 
respectivamente a B, r  según las unidades de M. Y puesto 
que e  mide a  a  según las unidades de m , entonces M mide 
también a a según las unidades de e  [VII, 16]. Por lo 
mismo, M mide a B, r  según las unidades de K, a  respecti
vamente; luego m mide a a , b , r . Y como e  mide a a  según 
las unidades de m , entonces e , al multiplicar a m , ha hecho 
el (número) A [VII, Def. 16]. Por 1c mismo, E al multiplicar 
a A ha hecho también el (número) a . Entonces el (producto) 
de e, a es igual al (producto) de e ,  m. Luego, como e es a e , 
asi m es a A [VII, 19]. Ahora bien, E es mayor que e ;  enton
ces m es también mayor que A, y mide a los (números) a , b, 
r; lo cual es imposible: porque se ha supuesto que A es la 
medida común máxima de a , b , r Por tanto, no habrá nin
gún número menor que E, z , H que guarde la misma razón 
que a , B, r.

Por consiguiente, E, z, h son los (números) menores de 
los que guardan la misma razón con a , b , r. Q. E. D.

Proposición 34

Dados dos números, hallar el menor número al que 
miden.

Sean a , b los dos números dados.
Así pues hay que hallar el menor número al que miden.
Pues bien, A , B o son primos entre sí o no. En primer lu

gar sean a , b primos entre sí, y a  al multiplicar a b haga el 
(número) r ;  entonces b  al multiplicar a a  ha hecho también 
e l (número) r  [Vil, 16]. Entonces a , b  miden a  r.
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Digo además que también es el menor (número al que 
miden).

Pues, si no, A, B medirán a algún número que sea menor 
que r. Midan a a . Y cuantas veces A mide a A, tantas unida
des haya en E, y, cuantas veces B mide a a, tantas unidades 
haya en z ; entonces a , al multiplicar 
a E, ha hecho el (número) a, y b , al 
multiplicar a- z, ha hecho el (número)
A [VII, Def. 16]; entonces el (produc
to) de a , E es igual al (producto) de 
B, z. Por tanto, como a  es a b , así z  a 
E [VII, 19]; pero A, b  son primos, y  
los primos son también los menores [VII, 21 ] y los menores 
miden a los que guardan la misma razón el mismo número 
de veces, el mayor al mayor y el menor al menor [VII, 20]; 
así pues, B mide a E, como el consecuente al consecuente. Y 
como a , al multiplicar a B, E, ha hecho los (números) r , a, 
entonces, como B es a E, así r a a [VII, 17], Pero B mide a E; 
luego r mide también a a , el mayor al menor; lo cual es 
imposible. Por tanto, a , b no miden a algún número que sea 
menor que r . Luego r  es el menor que es medido por A, B.

Ahora, no sean A, B primos entre sí, y  tómense los nú
meros menores z , E de los que A B
guardan la misma razón con A, B ' *
[VII, 33]; entonces, el (producto) de  ------■*—-— >e
a , E es igual al (producto) de B, z  _______  ,
[VII, 19]. Y haga A, al multiplicar a r
E, el (número) r; entonces B, al muí- ' 'A
tiplicar a z, ha hecho también el (nú- 1------- <m i— >e
m ero) r; así pues, a , b m id en  a  r.

Digo además que también es el menor (número al que 
miden).
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Pues, si no, a, b medirán a algún número que sea menor 
que r. Midan a a. Y cuantas veces a mide a A, tantas unida
des haya en H, y cuantas veces B mide a a, tantas unidades 
haya en e . Entonces, a al multiplicar a H ha hecho el 
número a, y B al multiplicar a e  ha hecho el número a. Asi 
pues, el (producto) de a, h es igual al (producto) de b, e ; 
luego, como a es a b, así e  a H [VII, 19]. Pero como a es a 
B, así z  a E. Por tanto, también, como z  es a e, así e  a h. 
Pero z , E son los menores, y los menores miden a los que 
guardan la misma razón el mismo número de veces, el 
mayor al mayor y el menor al menor [VII, 20]. Entonces, E 
mide a h. Y como a, al multiplicar a E, ha hecho los 
números r, a, entonces, como e es a h, así r a a [VII, 17]. 
Pero E mide a h; luego r  también mide a a, el mayor al 
menor; lo cual es imposible. Por tanto, A, b no miden a al
gún número que sea menor que r.

Por consiguiente, r es el número menor que es medido 
por A, B. Q. E. D .I03 *.

Proposición 35

Si dos números miden a algún número, el (número) me
nor medido por ellos también medirá al mismo (número).

Pues midan dos números a, b a un número ta y sea e el 
a | ______  menor (al que miden).

Digo que E mide también a ta. 
r' 2 ‘A Pues si E no mide a ta, deje E, al

■------------>E medir a az, al número menor que sí
mismo rz. Y como a, b miden a e y 

E mide a az, entonces, a, b medirán también a az. Pero

103 Se trata del procedimiento para hallar el mínimo común múltiplo
de dos números.

miden también al total ta; luego, medirán también a rz que 
es menor que e ; lo cual es imposible. Por tanto, no es el ca
so de que E no mida a ta; por consiguiente lo mide. Q. E. D.

Proposición 36

den.
Dados tres números, hallar el numero menor al que mi-

----* A

Sean a, b, r tres números dados.
Así pues, hay que hallar el número menor al que miden.
Tómese, pues, A, el (número) 

menor que es medido por los dos 
(números) a, b [VII, 34]. Entonces r 
o mide a a o no lo mide. En primer 
lugar, mídalo. Pero a, b miden tam
bién a a; entonces a, b, r miden a a.

Digo además que también es el 
menor (al que miden).

Pues, si no, a, b, r medirán a un número que sea menor 
que a. Midan a E. Como a, b, r miden a e, entonces a, b 
también miden a e. Así pues, el menor (número) medido por 
A, B también medirá [a e] [VII, 35]. Pero el menor (número) 
medido por a, b es a; entonces, a medirá a E, el mayor al 
menor; lo cual es imposible. Luego, a, b, r no medirán a 
algún número que sea menor que a; por tanto, a es el nú
mero menor que a, b, r miden.

Ahora, por el contrario, no mida r a a, y tómese E, el 
menor número medido por r, a [VII, 34], Como a, b miden 
a a, pero a mide a E, entonces, a, b miden también a E. Pero 
r mide también [a e], entonces a, b, r miden también [a e].

Digo además que es el menor (número al que miden).
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Pues, si no, a , b , r medirán a algún (número) que sea 
menor que E. Midan a z. Como A, B, r  miden a z , entonces

a  i------------------- - n ------------------------------------ e >---------------------------------------------------- -B -------------------' Al------------------1 Z '------------------------- 1
A, B m id e n  ta m b ié n  a  z; lu e g o  e l  m e n o r  ( n ú m e r o )  m e d id o  

p o r  A, B m e d i r á  a  z  [VII, 35],
Pero el menor (número) medido por a , b  es a ; entonces, 

a  mide a z. Pero r también mide a z; por tanto, a , r mide a 
z; de modo que el menor (número) medido por a , r también 
medirá a z. Pero el menor (número) medido por r, a  es E. 

Entonces e  mide a z, el mayor al menor; lo cual es imposi
ble. Por tanto, a , b , r no medirán a un número que sea me
nor que E.

Por consiguiente, E es el menor que es medido por 
a , B, r. Q. E. D . I04.

Proposición 37
Si un número es medido por algún número, el (número) 

medido tendrá una parte homónima del (número) que lo 
mide.

Sea medido, pues, a  por algún número B.

Digo q u e  a  tiene una parte homónima de B.

Pues cuantas veces B mide a A, tantas unidades haya en 
r. Como b  mide a a  según las unidades de r ,  y la unidad a 

mide al número r según sus propias unidades, entonces, la

104 El método de Euclides para hallar el m  c. m. de tres números nos 
es familiar. Primero se halla el m  c  m  de a. b , sea d , y  después se halla el
m. c m de d y r
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unidad a  mide al número r el mismo número de veces que B 
a A. Así pues, por alternancia, la unidad A mide al número B 
el mismo número de veces que r a 
A [VII, 15]; entonces la parte que 
la unidad A es del número B, la 1 'B
misma parte es también r de A. 1------------------ , r

Pero la unidad a  es una parte del ,---- ,A
número B homónima de él; enton
ces r  es también una parte de a  homónima de B. De modo 
que A tiene una parte r  que es homónima de B. Q. E. D .I05.

P r o p o s ic ió n  38
Si un número tiene una parte cualquiera, será medido 

por un número homónimo de la parte.

Tenga, pues, el número a  una parte cualquiera b , y  sea r  
homónimo de la parte B.

Digo que r mide a  A.

Pues como b  es una parte de a  homónima de r, y  la uni
dad A es una parte de r  homónima de él, entonces la par
te que la unidad a  es del número r ,  A,_____ ______________
l a  m is m a  p a r te  e s  t a m b ié n  B d e  a ; 

e n to n c e s  la  u n id a d  a  m id e  a l  n ú -  B' '

mero r  el mismo número de veces r<----- ------- -
que B a a . Así pues, por alternan- A,__ ,
c ia ,  la  u n id a d  a  m id e  a l  n ú m e r o  B 

e l m is m o  n ú m e r o  d e  v e c e s  q u e  r a  a  [VII, 15].
Por c o n s ig u ie n te ,  r  m id e  a a . q . E. d .

105 El texto del enunciado precisa de una explicación. Por ejemplo, si 3 
mide a a , es decir: Si a = 3m = (3+3+...3), la proposición afirma que hay 
un número que es un te rc io  de A.

Si B mide a a ,  existe un número que es la B ma  parte de A.

191. - l l
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Proposición 39

Hallar un número que sea el menor que tenga unas 
partes dadas.

Sean las partes dadas A, B, r.
Así p u e s ,  h a y  q u e  h a l l a r  u n  n ú m e r o  q u e  s e a  e l  m e n o r  

q u e  t e n g a  la s  p a r te s  A, B, r .
Pues sean a , e, z  números homónimos de las partes A, B, 

r; y tómese h, el menor (número) medido por a , e, z 
[VII, 36],

Entonces, H tiene partes homónimas de A, E, z [VII, 37],
A,___, B,____, r,____ , Pero a , b , r son partes homónimas

d e  a , e , z ,  r; e n to n c e s  t ie n e  la s
Ai ----------------1 H ---------------------' ^

p a r te s  a , b , r .
Z'-------------- 1 Digo además que es también el
___________________, menor.

Pues, si no, habrá un número 
menor que H que tenga las partes a, 

b, r. Sea e . Puesto que e  tiene las partes a, b, r, entonces e  
será medido por los números homónimos de las partes A, B, 

r  [VII, 38], Pero a, e, z son números homónimos de las 
partes a, b, r; entonces e  es medido por los (números) A, E, 
z. Y es menor que H; lo cual es imposible.

Por consiguiente, no habrá ningún número menor que H 

que tenga las partes a , b , r .  Q. E. D.

LIBRO OCTAVO

Proposición I

Si tantos números como se quiera son continuamente106 
proporcionales y  sus extremos son primos entre sí, son los 
menores de aquellos que guardan la misma razón que ellos.

Sean a , b , r, a  tantos números como s e  quiera continua
mente proporcionales, y sean primos entre sí sus extremos
A, A.

Digo que a , b , r ,  a  son los menores de los que guardan 
la misma razón que ellos.

Pues, si no, sean e , z, h , e  menores que a , b, r, a , guar
dando la misma razón que ellos. Y puesto que a , b, r, a

A'--------------- - i------- lE

B ' -------------------------------------------------------- - .--------------------------- i Z

r*------1----------------- -- ------------- 'H

A * — — — -----------------:------------------------------------------- - i--------------------— ---------------' 8

g u a r d a n  la  m is m a  r a z ó n  q u e  E, z, h , e  y  la  c a n t id a d  d e  lo s  

( n ú m e r o s )  a , b , r ,  a  e s  ig u a l  a  la  c a n t id a d  d e  lo s  ( n ú m e r o s )

106 La expresión utilizada aquí es hexés anáiogon. Se trata de lo que 
nosotros llamaríamos «progresión geométrica».
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e, z, h , e ,  entonces, por igualdad, como a es a a, e a e  [VII,
14]. Pero a, a son primos, y los primos son los menores 
[VII, 21], y los números menores miden a los que guardan 
la misma razón que ellos el mismo número de veces, el ma
yor al mayor y el menor al menor, es decir: el antecedente al 
antecedente y el consecuente al consecuente [Vil, 20], En
tonces, a mide a E, el mayor al menor; lo cual es imposible. 
Luego, E, z, H, e, que son menores que a, b, r, a no guardan 
la misma razón que ellos. Por consiguiente, a, b, r, a son los 
menores de aquellos que guardan la misma razón que ellos. 
Q. E. D.

Proposición 2

Hallar tantos números como uno proponga continua
mente proporcionales, los menores en una razón dada.

Sea la razón de a a B la razón dada en sus menores nú
meros.

Así pues, hay que hallar tantos números como uno pro
ponga continuamente proporcionales, los menores en la ra
zón de a a b.

Sean cuatro los propuestos, y a, al multiplicarse por sí 
mismo, haga el (número) r, y al multiplicar a b, haga el 
(número) a, y además B, al multiplicarse por sí mismo, haga 
el número E y además a, al multiplicar a r, a, e, haga 
los (números) z, H, e, y B, al multiplicar a E, haga el (nú
mero) K.

Y puesto que a, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho 
el (número) r y, al multiplicar a b, ha hecho el (número) A, 
entonces, como a es a b, así r a A [VII, 17]. Puesto que A, al
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multiplicar a B, ha hecho a su vez el (número) a, mientras 
que B, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el (número) 
E, entonces, cada uno de los (números) A, b, al multiplicar a

ai------ ■ r¡—  ----- -—

B '----------------------1 A i ----------------------------------------------------- 1

Ei--------------------------------------1

Z i--------------------------- 1 H *----------------------------------------- '

01--------------------------------------1

K i--------------------------------------------------------- 1

B, han hecho los (números) a , e  respectivamente. Por tanto, 
como a  es a B, así A a E [VII, 18], Pero como A es a B, r es a 
a ; entonces también como r  es a a , a  es a E. Y puesto que A, 

al multiplicar a r, A, ha hecho los (números) z, H, entonces, 
como r es a a , z  es a h [VII, 17]. Pero como r es a a , así a 
era a b; luego también como a es a B, z  es a h. Puesto que a, 
al multiplicar a a , e , ha hecho a su vez (los números) h, e , 
entonces, como a  es a e , h  es a e  [VII, 17]. Pero como A es 
a e , a es a b. Por tanto, también como a  es a b, así H a e. Y 
puesto que A, B, al multiplicar a E han hecho los (números) 
e, k , entonces, como a  es a B, así e  a K [VII, 18]. Pero como 
a es a B, así z a H, y h a e. Por tanto, también, como z  es a 
h, así h a e  y e  a k; luego r, a, e y z, h, 0, k son proporcio
nales en la razón de a a b.

Digo además que también son los menores. Pues como 
a, b son los menores de los que guardan la misma razón que 
ellos, y los menores de los que guardan la misma razón son 
primos entre sí [VII, 22], entonces a, b son primos entre sí. 
Y cada uno de los (números) a, b, al multiplicarse por sí 
mismo, ha hecho los números r, E respectivamente, mien-
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tras que, al multiplicar a los (números) r, E, ha hecho los 
(números) z, k respectivamente; entonces r, e y z, k son 
primos entre sí [VII, 27], Pero si tantos números como se 
quiera son continuamente proporcionales y sus extremos 
son primos entre sí, son los menores de los que guardan la 
misma razón que ellos [VIII, 1],

Por consiguiente, r, a, e y z, H, e, k son los menores de 
los que guardan la misma razón que a, b. Q. E. D.

Porisma:
A partir de esto queda claro que si tres números conti

nuamente proporcionales son los menores de los que guar
dan la misma razón con ellos, sus extremos son cuadrados 
y, si son cuatro, cubos.

Proposición 3

Si tantos números como se quiera continuamente pro
porcionales son los menores de los que guardan la misma 
razón que ellos, sus extremos son primos entre sí.

Sean A, b, r, a tantos números como se quiera continua
mente proporcionales y los menores de los que guardan la 
misma razón que ellos.

Digo que sus extremos, a, a, son primos entre sí.
Tómense, pues, dos números e, z  los menores en la ra

zón de a, B, r, a [VII, 33], y otros tres H, e , k, y así sucesi
vamente aumentando la serie de uno en uno [VIII, 2] hasta 
que la cantidad (de números) tomada resulte igual a la can
tidad de los (números) A, b, r, a. Tómense y sean a, m, n, e.

Y puesto que E, z son los menores de los que guardan la 
misma razón que ellos, son primos entre sí [VII, 22]. Ahora
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bien, como cada uno de los (números) e, z, al multiplicarse 
por sí mismo, ha hecho los (números) h, k, respectivamente, 
mientras que al multiplicar a H, k, ha hecho los números A,

— ' A  i— :— :— i b  i--------------r

"•--------------- —~ i ------- «A. ■ ' ■
'---------------------- i E  i------------------------------------- >Z

H e

K

A >---------------- >M N

E respectivamente, entonces, H, K y a, e son primos entre sí 
[VII, 27], Y como a, b, r, a son los menores de los que 
guardan la misma razón con ellos, pero a, m, n, e son tam
bién los menores que guardan la misma razón con a, b, r, a, 
y la cantidad de los (números) a, b, r, a es igual a la canti
dad de los (números) a, m, n, s , entonces, los (números) A, 
B, r, a son iguales respectivamente a los (números) A, M, N, 
s; por tanto, A es igual a a y a a e. Pero a, s son primos en
tre sí.

Por consiguiente, a, a también son primos entre sí. 
Q. E. D.

Proposición 4

Dadas tantas razones como se quiera en sus menores 
números, hallar los números continuamente proporcionales 
menores en las razones dadas.

Sean las razones dadas en sus menores números la de a 
a B y l a d e r a A y  además la de e a z.
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Así pues, hay que hallar los números continuamente 
proporcionales menores en la razón de A a B, en la de r a A y 
en la de E a z.

Pues tómese h, el menor número medido por B, r [VII, 
34], Y cuantas veces b mide a H, tantas mida también A a e,

A »------ ----- ’> B>-------:---------- •

r<----------- - a --------------- -E --------------------- Z ' ----------------------------Nl-------------, H --------------------------- -
r,----------- 1 e i------------- 1

M<----------;----------- ;--------1 K  1------------------- ■-------------------- ;-------- •

O'-------------;------1 A<----------------------------- -

y cuantas veces r  mide a H, tantas mida también a a k. Aho
ra bien, E o mide a k o no lo mide. En primer lugar, mídalo. 
Y cuantas veces E mide a K, tantas mida también z a A. Y 
como a mide a e el mismo número de veces que B a H, en
tonces como a es a b, así e  a H [VII, Def. 21 y VII, 13]. Por 
lo mismo, también como r es a a, así H a K, y además, como 
E es a z, así K a a; por tanto, e ,  H, K, a son continuamente 
proporcionales en la razón de a a B y también en la de r  a a 
y además en la de e a z.

Digo además que también son los menores (con esta 
propiedad).

Pues si e ,  h ,  K ,  a  no son los (números) continuamente 
proporcionales menores en las razones de a a B, de r a a y 
de e a z, séanlo entonces N, e, m, o. Ahora bien, puesto que 
como a es a B, así Ñas ,  mientras que a, b son los menores y 
los menores miden a los que guardan la misma razón que 
ellos el mismo número de veces el mayor al mayor y el me

nor al menor, es decir: el antecedente al antecedente y el 
consecuente al consecuente, entonces B mide a s [VII, 20]: 
por lo mismo, r también mide a s; por tanto, b, r miden a s; 
luego el menor medido por b, r medirá también a s [VII, 
35]; pero h es el menor medido por b, r: entonces H mide a 
e, el mayor al menor; lo cual es imposible. Así pues, no ha
brá algunos números menores que e, H, k, a que estén con-

a•-----------> n-------- —----- 1 ei-------------------- 1

B ---------------------- 1 Ai-------------------------- iZi------------------------------------- 1

H i--------------------------1 0 i ----------------------------- 1

k i---------------------------------1 ni--------1

MI------------------------------------- - Pl--------- 1
= 1----------------------------- - El------------ ,

Ni ----------------------------- 1--------- 1 Ti ------------------------- 1

O i—---------------------------------------------1

tinuamente en la razón de a a B, ni en la de r  a a, ni tampo
co en la de e a z.

Ahora no mida E a K. Y tómese M, el menor número me
dido por E, k. Y cuantas veces K mide a m, tantas veces 
mida e ,  H a N, s  respectivamente y cuantas veces E mide a 
m, tantas mida también z  a o . Como e  mide a n el mismo 
número de veces que H a s , entonces como e  es a H, así N a 
s  [VII, 13 y def. 21]. Pero como e  es a h, así a a b. Enton
ces como a es a B, así Ñ a s . Por lo mismo, también como r 
es a a, así s  a M. A su vez, como E mide a m el mismo nú
mero de veces que z  a o , entonces, como E es a z, así M a o  
[VII, 13, y Def. 21]; por tanto, n, e, m, o son continuamente 
proporcionales en las razones de a a B, de r a a y de e a z.
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Digo además que también son los menores en las razo
nes a b , ta, e z . .Pues, si no, habrá algunos números menores 
que N, s, M, o continuamente proporcionales en las razones 
a b , ta, e z . Sean n, p, z , t . Y puesto que como n es a p, así a 
a B, mientras que a , b son los menores y los menores miden 
a los que guardan la misma razón que ellos el mismo núme
ro de veces, el antecedente al antecedente y el consecuente 
al consecuente [VII, 20], entonces B mide a p. Por lo mismo, 
r también mide a p, por tanto, B, r  miden a p. Luego el me
nor medido por B, r medirá también a p. Pero H es el menor 
medido por b , r; entonces h  mide a p. Y como h  es a p, así k 
a x [VII, 13]; entonces k mide a z. Pero también e  mide a z, 
luego e , k  miden a z. Por tanto, el menor medido por E, K 
medirá a z. Pero el menor medido por e , k es m ; luego M 
mide a z, el mayor al menor; lo cual es imposible. Entonces, 
no habrá algunos números menores que n, s , m, o continua
mente proporcionales en las razones de a  a b , de r  a a y de E 
a z .

Por consiguiente, N, E, M, o  son los números continua
mente proporcionales menores en las razones ab, ta, ez. 
Q. E. D.107.

107 Euclides utiliza aquí las expresiones abreviadas: «las razones ab, r 
a, EZ» para las razones de a a b de r  a a y de E a z. Por otra parte, 
«continuamente proporcionales» no se utiliza aqui en el sentido habitual 
de progresión geométrica, sino que se aplica a una serie de términos cada 
uno de los cuales guarda con el siguiente una razón determinada pero no 
la misma razón.
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P r o po sició n  5

Los números planos guardan entre si la razón com
puesta de (las razones) de sus lados ’08.

Sean a , b  números planos y  sean los números r ,  A los la
dos de a , y  e , z  los de b .

Digo que a  guarda con B una razón compuesta de (las 
razones) de sus lados.

Pues dadas las razones que guardan r con e y a con z, 
tómense H, e , k, los números menores que están continua-

A --------------------------------------------------- - II • ---------------------

Bi-------------------------- - 01----------- -
; i

n------ -------rl A>----------------- - K‘---

- ---------—i Z'------------------ Ai--------*■---------------------- 1

m e n te  e n  la s  r a z o n e s  t e , a z , d e  m o d o  q u e  c o m o  r  e s  a  e , a s í  

H a  e  y c o m o  a  e s  a  z, a s í  e  a  k  [VIII, 4] y a , a l m u l t ip l i c a r  a  
E, h a g a  e l  ( n ú m e r o )  a .

Y puesto que a , al multiplicar a r, ha hecho el (número) 
a , mientras que al multiplicar a E ha hecho el (número) a , 

entonces, como r es a e , así a  a a  [VII, 17], Pero como r es 
a E, asi H a e; entonces, también, como h  es a e , así a  a a . 

Puesto que E a su vez, al multiplicar a  a , "ha hecho el (nú
mero) a , mientras que, al multiplicar también a z, ha hecho 
el (número) b , entonces, como a  es a z, asi a  a B [VII, 17]. 

Pero como a  es a z, así e  a k; luego, también, como e  es a

IM Como en VI 23, el texto tiene la expresión menos exacta synkeíme- 
non ek Ion pleurón.
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K, así a a B. Pero se ha demostrado también que como H es a 
e , así A a a; entonces, por igualdad, como h es a K, A es a b 
[VII, 14], pero h guarda con K la razón compuesta de las 
(razones) de sus lados.

Por consiguiente, a  guarda con b la razón compuesta a 
partir de las (razones) de sus lados. Q. E. D.

Proposición 6

Si tantos números como se quiera son continuamente 
proporcionales y  el primero no mide al segundo, tampoco 
ningún otro medirá a ninguno.

Sean a , b , r , a , e tantos números como se quiera conti
nuamente proporcionales y  a  no mida a B.

Digo que tampoco ningún otro medirá a ningún otro.

A  ►—  — -   " ' " r

B<-------------- :----------------1--------------------------------------- -

r>--------!------>7------- ------------- -

E ----------------------- :--------- ----------------------------------------- :---------------------------1

Z <---------------- —--- 1

H i-------- r - r — — r - --------- r r  1.

e<------- —----------- ------ -— !

Está claro que a, B, r, a, e no se miden sucesivamente 
entre sí, pues ni siquiera a mide a B.

Digo además que ningún otro medirá a ninguno.

Pues, de ser posible, mida a a r. Y, cuantos números 
sean A, B, r, tómense tantos números z, H, e , los menores de 
los que guardan la misma razón que A, B, r [VII, 33],

Y puesto que z , H, e  guardan la misma razón que A, B, r, 
y la cantidad de los (números) A, b, r, es igual a la cantidad 
de los (números) z , H, e , entonces, por igualdad, como a es 
a r, así z  a e  [VII, 14]. Ahora bien, dado que como a es a B, 
así z  a H, y A no mide a B, entonces tampoco z mide a H 
[VII, Def. 21]; por tanto, z  no es una unidad; pues la unidad 
mide a cualquier número. Y z, e  son primos entre sí [VIII, 
3], Por tanto, como z e s a e ,  así a a r.

Por consiguiente, A tampoco mide a r. De manera seme
jante demostraríamos que ningún otro mide tampoco a nin
gún otro. Q. E. D.

Proposición 7

Si tantos números como se quiera son continuamente 
proporcionales y  el primero mide al último, también medirá 
al segundo.

Sean a, b, r, a tantos números como se quiera continua
mente proporcionales y mida A a A.

ai---------- 1 r>---------- -------- 1

B i------------------- 1 Ai------------------------------— i

I
| Digo que a también mide a B.

Pues, si A no mide a B, tampoco ningún otro medirá a 
ningún otro [VIII, 6]. Pero a mide a a.

Por consiguiente, a mide también a B. Q. E. D.
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P r o p o s ic ió n  8
Si entre dos números caen números en proporción con

tinua (con ellos), entonces cuantos números caen entre ellos 
en proporción continua, tantos caerán también en propor
ción continua entre los que guardan la misma razón (con 
los números iniciales) 109.

Pues caigan los números r , A entre los dos números a , b 
en proporción continua (con ellos) y  hágase que como a  es 
a b , así E sea a z.

Digo que cuantos números hayan caído entre los (núme
ros) A, B en proporción continua, tantos caerán también en
tre los (números) E, z  en proporción continua.

Pues cuantos sean A, b, r, a , tómense tantos números, h , 
©, K , a ,  los menores d e  los que guardan la misma razón que

A i ------------------- 1 E I --------------- ;---------------- • H  i------------- -

r>----------- 1 mi------------ ------1. 8'--------1

A I----------- r r -------------1 N i --------------------------------------------- --- K  1-------------------- -

B ■---------------------------------1 Z i------------------------------------------------------- - A i ----------------------- -

a , r , a , B [V II ,  3 3 ] ;  e n to n c e s ,  s u s  e x tr e m o s  h , a  s o n  p r im o s  

e n tr e  s í  [V I I I ,  3 ] . Y  c o m o  a , r ,  a , b  g u a r d a n  la  m is m a  ra z ó n  

q u e  H, e , k , a , y  la  c a n t id a d  d e  lo s  ( n ú m e r o s )  a , r, a , b e s

109 Empiptó «caer entre», «intercalan).
La expresión utilizada aquí para la proporción continua es katá ib 

synechés análogon. Para diferenciarla de hexés análogon, traduzco aquí 
«en proporción continua» en lugar de «continuamente proporcionales».
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igual a la cantidad de los (números) H, e, k., a , entonces, por 
igualdad, como a  es a b , asi h  a a  [VII, 14]. Pero como a  es 
a B, así E a z; luego también, como n  e s  a a , así e  a z. Pero 
H, A son primos y los primos son también los menores [VII, 
21], y los números menores miden a los que guardan la 
misma razón que ellos el mismo número de veces, el mayor 
al mayor y el menor al menor, es decir: el antecedente al 
antecedente y el consecuente al consecuente [VII, 20], Así 
pues, H mide a E el mismo número de veces que a  a z. Aho
ra, cuantas veces H mide a E, tantas veces midan e, K a M, N 

respectivamente; entonces H, e, k , a  miden a E, m , n , z  el 
mismo número de veces. Por tanto, h , e, K, a  guardan la 
misma razón que E, M, n , z  [VII, Def. 21]. Pero h , e ,  k , a  

guardan la misma razón que a , r, a , b ; y a , r, a ,  b  guardan la 
misma razón que E, M, n , z ; pero A, r, a ,  b están en propor
ción continua; por tanto, e , m , n , z  están en proporción con
tinua.

Por consiguiente, cuantos números han caído entre a , b 
en proporción continua (con ellos), tantos han caído tam
bién en proporción continua entre E, z. Q. E. D.

Proposición 9

Si dos números son primos entre si, y  caen entre ellos 
números en proporción continua, entonces, cuantos núme
ros caen en proporción continua entre ellos, tantos cae
rán también en proporción continua entre cada uno de ellos 
y la unidad.



Sean A, B dos números primos entre sí y  caigan entre 
ellos r, a en proporción continua, y quede aparte la uni
dad E.

Digo que, cuantos números hayan caído entre a, b en 
proporción continua, tantos caerán también en proporción 
continua entre cada uno de ellos y la unidad.

Pues tómense dos números z, H, los menores que están 
en la razón de a, r, a, b, y tres (números) e, K, A, y así suce-

A --------- — --------- '  0 ' ----------------------- -

n ---------------------------------------i K  -------------- ---------------— i

A '-------— ----------- ------— ' A>— —   ----------------- 1

B i---------------------------------------------------- 1

E l ------------------1 M i -------------------------------- 1

Z ' ---------------------- i N i --------------------------------- — l

H --------------------- '  S i ----------- -------------------------- -

O i------ -—:-----------------1

sivamente aumentando la serie de uno en uno, hasta que re
sulte igual su cantidad a la cantidad de los (números) a , r, a, 
b [VIH, 2]. Tómense y sean M, N, s, o. Pues bien, está claro 
que z, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho el (número) 
e , y, al multiplicar a e, ha hecho el (número) M, mientras 
que tí, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho el (número) 
a y, al multiplicar a a, ha hecho el (número) o  [VIII, 2, 
Por.].

Ahora bien, puesto que M, N, s, o  son los menores de los 
que guardan la misma razón que z, H, y A, r, a, b son tam
bién los menores de los que guardan la misma razón que z, 
ii [VIII, 1], mientras que la cantidad de los (números) M, N,
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5, o  es igual a la cantidad de los (números) A, r, A, B, enton
ces los (números) M, N, 5, o son iguales a los (números) a , 
r ,  A, B respectivamente; por tanto, M es igual a A y  o  a B. Y 
como z, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho el (número) 
e, entonces z mide a e según las unidades de z. Pero la 
unidad E mide también a e según sus unidades; luego, la 
unidad E mide al número z  el mismo número de veces que z  
a e. Por tanto, como la unidad E es al número z , así z  a e  
[VII, Def. 21]. Puesto que, a su vez, z , al multiplicar a e, ha 
hecho el (número) m , entonces, e mide a m  según las uni
dades de z. Pero la unidad e  mide también al número z  
según sus unidades; luego la unidad E mide al número z  el 
mismo número de veces que e  a M. Por tanto, como la 
unidad E es al número z , así e a M. Luego la unidad E es al 
número z  como e  a M. Pero se ha demostrado también que 
como la unidad E es al número z, así z  a e. Entonces como 
la unidad e  es al número z , así es z  a e  y  e  a M. Pero m  es 
igual a a ; por tanto, como la unidad e  es al número z , así es 
z  a e y  e a a . Por lo mismo también, como la unidad E es al 
número H, así H a A y  A a B.

P or consigu ien te, cuantos núm eros han  ca ído  en  p ro p o r
ción  con tinua en tre  a , b , tan tos núm eros han  ca ído  tam bién  
en p roporc ión  con tinua en tre cada uno de los (núm eros) A, B 
y  la unidad E. Q. E. D.
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Proposición 10

Si entre cada uno de dos números y  una unidad caen 
números en proporción continua, entonces, cuantos núme
ros caigan en proporción continua entre cada uno de ellos 
y  la unidad, tantos caerán también en proporción continua 
entre ellos:

1 9 1 . - 1 2
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Caigan entre los números a , b y la unidad r  los números 
a, E y los (números) H, z en proporción continua.

Digo que cuantos números hayan caído entre cada uno 
de los números a, b y la unidad r en proporción continua, 
tantos caerán también en proporción continua entre a, b.

Pues a , al multiplicar a z, haga el (número) e , y a, z , al 
multiplicar a e , hagan los (números) K, a  respectivamente.

n------- ■ ai—  -----——-—  ̂ ai-------- -------'

B i ---------------------------------------------------------* E>-------------1-------------------------•

%'■----------1 ' 0i------------- - K'— ------;------------- -

H ---------- —------------ - Ah------------------------- 1

Puesto que como la unidad r es al número a, así a es a e, 
entonces la unidad r mide al número a el mismo número de 
veces que a a E [VII, 20 y Def. 21]. Pero la unidad r mide al 
número a según las unidades de a ; por tanto, el número a 
también mide a e según las unidades de a ; luego a , al mul
tiplicarse por sí mismo, ha hecho el (número) e. Asimismo, 
puesto que como r es al número a, así e es a a, entonces la 
unidad r mide al número a el mismo número de veces que E 
a a. Pero la unidad r mide al número a según las unidades 
de a ; entonces E mide a a según las unidades de a ; entonces 
A, al multiplicar a E, ha hecho el (número) a. Por lo mismo, 
también z, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho el (nú
mero) h y, al multiplicar a h, ha hecho el (número) b.

Y puesto que a, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho 
E y al multiplicar a z  ha hecho e , entonces como a es a z, 
así e a e  [VII, 17], Por lo mismo, también como a es a z, así 
e  a h [VII, 18]. Entonces, también, como e es a e , así e  a h. 
Puesto que a su vez a , al multiplicar a los (números) e, e, ha 
hecho los (números) a, k respectivamente, entonces, como e
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es a e , así a  a k [VII, 17]. Pero como e es a e , así a a z; en
tonces, como a es a z, así a  a k . Puesto que a su vez a , z , al 
multiplicar a e , han hecho los (números) K, a respectiva
mente, entonces, como a es a z, así k. a a [Vil, 18]. Pero 
como a es a z, así a  a k ; por tanto, como a es a k., así k. a a . 
Además, puesto que z, al multiplicar a los (números) e , h, 
ha hecho los (números) A, B respectivamente, entonces, 
como e  es a H, así a a b [VII, 17]. Pero, como e  es a h , así a 
a z. Entonces, como a es a z, así a  a B. Pero se ha demostra
do que también como a es a Z, así a a k y  k  a a ; así pues, 
también, como a es a k, así k a a y a a b . Por tanto, a , k , a , 
b están en proporción continua.

Por consiguiente, cuantos números han caído en propor
ción continua entre cada uno de los (números) a , b y la uni
dad r, tantos caerán también en proporción continua entre 
A, B. Q. E. D. "°.

Proposición 11

Entre dos números cuadrados hay un número (que es) 
media proporcional y  el número cuadrado guarda con el 
número cuadrado una razón duplicada de la que el lado 
guarda con el lado.

Sean a , b los números cuadrados y sea r  el lado de a  y  a 
el de B. 110

110 Se observará que con la expresión «por lo mismo, también como á 
es a Z, así e  a h», Euclides hace referencia, en realidad, a VII 18, y no a 
Vil 17, pero, como el orden de factores no altera el producto, las palabras 
«por lo mismo, también» están justificadas aquí. Lo mismo ocurre en la 
proposición siguiente.
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Digo que hay un número (que es) media proporcional 
entre a  y b , y que a  guarda con b una razón duplicada de la 

que r guarda con A.
Pues r, al multiplicar a a , haga 

1 18 el (número) E. Y puesto que a  es
«----- r  i------- >4 un (número) cuadrado y r es su la-
_______________ E do, entonces r, al multiplicarse por

sí mismo, ha hecho el (número) A. 
Por lo mismo, a, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho 
el (número) b . A sí pues, como r , al multiplicar a los nú
meros r , a , ha hecho los números a , e  respectivamente, en
tonces, como r es a a, así a a E [VII, 17]. Por lo mismo, 
también, como r  es a a , así E a B [VII, 18]. Luego también, 
como a  es a E, así e  a b . Por tanto, entre a , b hay un número 
media proporcional.

Digo además que a guarda con B una razón duplicada de . 
la que r  guarda con A.

Pues como A, E, B son tres números en proporción, en
tonces A guarda con B una razón duplicada de la que A guar
da cor. E [V, Def. 9]. Pero como A es a E, así r a A. Por con
siguiente, a  guarda con B una razón duplicada de la que r 
guarda con a . Q. E. D. 111

111 Según Nicómaco, este teorema y el siguiente, a saber que entre 
dos cuadrados hay una media geométrica, se deben a Platón. Cf. Timeo 
32a ss.: «Si el cuerpo del Universo hubiera tenido que ser una superficie 
sin profundidad, habría bastado con una magnitud media que se uniera a sí 
misma con los extremos; pero, en realidad, convenía que fuera sólido, y 
los sólidos nunca son conectados por un término medio, sino siempre por 
dos». Lo más que cabría decir es que tales resultados le eran familiares.

P r o p o s ic ió n  12

Entre dos números cubos hay dos números (que son) 
medias proporcionales y  el (número) cubo guarda con el 
(número) cubo una razón triplicada de la que el lado guar
da con el lado.

Sean a , b dos números cubos y sea r el lado de a  y a el 
de b .

Digo que entre A, b hay dos números (que son) medias 
proporcionales y que A guarda con B una razón triplicada de 
la que r guarda con A.

Pues r, al multiplicarse por sí mismo, haga el (número) 
E, y , al multiplicar a a, haga el (número) z , y  a, al multipli-

A  i---------------------------------1 E>------------------------- '

B ---------------------------------------------------------------------------------1 Z  ------------------------------- 1

n---------- 1 0i----------------------------■ H>---------------------1

A -------------1 K<------------------------------- 1

carse p o r sí m ism o, haga el (núm ero) H, y  r , a , al m u ltip licar 
a  z , hagan los (núm eros) e ,  K respectivam ente.

Y puesto que a  es un (número) cubo y  r es su lado, y  r, 
al multiplicarse a si mismo, ha hecho el (número) E, enton
ces r, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho el (número) E 
y, al multiplicar a E, ha hecho a . Por lo mismo, también A, 
al multiplicarse por sí mismo, ha hecho h , y , al multiplicar a 
H, ha hecho B. Ahora bien, puesto que r , al multiplicar a los 
(números), r, a, ha hecho los (números) E, z  respectivamen
te, entonces como r es a a , asi e  a z [VII, 17]. Por lo mismo,
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también, como r es a a, así z  a h [VII, 18]. A su vez, puesto 
que r ,  al multiplicar a los (números) E, z, ha hecho a , e  res
pectivamente, entonces, como e  es a z, así a  a e  [VII, 17], 
Pero como e  es a z, así r a a; entonces como r es a a, así a  a
0 . Puesto que, a su vez, los (números) r , a , al multiplicar a 
z, han hecho los (números) e ,  k  respectivamente, entonces, 
como r  es a A, así e  es a K [VII, 18]. Puesto que, a su vez, a, 
al multiplicar a los (números) z, h , ha hecho k , b respectiva
mente, entonces, como z  es a h , así k. a b [VII, 17]. Pero 
como z  es a h , así r a a ; entonces, también, como r es a a, 
así a  a e ,  e  a k y k  a b . Por tanto, entre a , b hay dos núme
ros medios proporcionales 0 , K.

Digo además que a  guarda con b una razón triplicada de 
la que r guarda con A. Pues como a , 0 , K, B son cuatro nú
meros en proporción, entonces a  guarda con B una razón 
triplicada de la que a  guarda con 0  [V, Def. 10]. Pero como 
A es a 0 , así r  a A.

Y, por consiguiente, a guarda con B una razón triplicada 
de la que r  guarda con a. Q. E. D.

Proposición 13

Si tantos números como se quiera son continuamente 
proporcionales y  cada uno, al multiplicarse por si mismo, 
hace algún (número), los productos serán proporcionales; 
y, si los (números) iniciales, al multiplicar a los productos, 
hacen ciertos (números), también estos últimos serán pro
porcionales.

Sean a , b , r  tantos números como se quiera continua
mente proporcionales, (es decir que) como A es a B, así B a
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r; y a , b , r ,  al m ultip licarse  po r si m ism os, hagan los (nú 
m eros) a, e , z , y a, E, z , al m ultip licarse a sí m ism os, hagan 
los (núm eros) H, e , k.

Digo que a, E, z y H, e , K son continuamente proporcio
nales.

Haga, pues, A, al multiplicar a B, el (número) a , y a , b , 
al multiplicar a a , hagan los (números) M, n respectiva-

A *------- H>--------- - —>

---------- 1 6'------ :------: ' «

n------------ - K ---------- :--- ..i , . ------- -■: ‘ví -j">.. '
A '  ------ - M  ------- . A

• i,.-i ¡ :E'------------- -< N'--------- 1— ;------- 1, r * yy-; y- x ‘4 ;
z >  - -  ----------- - O'------------- -—-r*.

A,------------ • n'----------------------¡-4------ >-------------- -

m ente. Y b, al m u ltip licar a su vez a r, haga z , y B, r , al 
m ultip licar a z, hagan  los (núm eros) o, n respectivam ente.

Así pues, de manera semejante a lo anterior demostra
ríamos que a , a , E y H, M, N, e son continuamente propor
cionales en la razón de a  a b, y  además E, z, z  y e, o, n, k 
son continuamente proporcionales en la razón de B a r. Aho
ra bien, como a es a B, así B a r ;  entonces a, a , e  guardan 
la misma razón que E, E, 8 y además ti, M, N, e  (guardan la 
misma razón) que e, o, n, k . Y la cantidad de los (números) 
a , a , e es (igual) a la cantidad de los (números) e , z, z  y la 
de h, m , n , e igual a la de e, o, n, k .
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Por consiguiente, por igualdad, como a es a E, así e  a z, 
y como h  es a e, asi e  a k [VII, 14]. Q. E. D.

Proposición 14
Si un (número) cuadrado mide a un (número) cuadrado, 

también el lado medirá al lado; y, si el lado mide al lado, el 
(número) cuadrado medirá también al (número) cuadrado.

Sean A, b números cuadrados y sean sus lados r ,  A y 
mida A a B.

Digo que r  mide también a a.
A,________ , Pues r, al multiplicar a a , haga

_ ______________  ̂ el (núm ero) E; en tonces A, E, B son
continuamente proporcionales en la

r'-------- ' 41------------ ' razón de r a a [VIII, 11], Y puesto
E,____________ , que A, e , B son continuamente pro

porcionales y a  mide a b, entonces 
a mide también a E [VIII, 7], Y como a  es a E, así r a a; 
entonces r mide a A [VII, Def. 21].

Ahora mida r  a su  vez a A.
Digo que A tam bién  m ide a B.
Pues, siguiendo la misma construcción, demostraríamos 

de manera semejante que A, E, b son continuamente propor
cionales en la razón de r a a. Y puesto que, como r es a a, 
así A a e , pero r mide a a, entonces, a  mide a e  [VII, Def. 
21], Y a , E, b son continuamente proporcionales; luego A 
mide a B.

Por consiguiente, si un (número) cuadrado mide a un 
(número) cuadrado, también el lado medirá al lado; y, si el

lado mide al lado, también el (número) cuadrado medirá al 
número cuadrado. Q. E. D .112.

P r o p o s ic i ó n  (5
Si un número cubo mide a un número cubo, también 

el lado medirá al lado; y  si el lado mide al lado, también el 
cubo medirá al cubo.

Pues mida el número cubo A al (número) cubo B, y  sea r  
el lado de a  y  a el de b .

Digo que r m ide a a .
Pues r, al multiplicarse por sí mismo, haga el (número) 

E, y  a, al multiplicarse por sí mismo, haga el (número) H y

A l ----------------------1 A

B i-------------------------------------------------------------------- 1 E

H i----------------1 K

ri------- 1 e>---------------------- 1 z

además r , al multiplicar a a, haga el (número) z, y  r ,  a, al 
multiplicar a z, hagan los (números) e ,  k respectivamente. 
Pues bien, está claro que E, z, h  y a , e ,  k, b  son continua
mente proporcionales en la razón de r  a A [VIII, 11 y  12]. Y 
puesto que a , e ,  K, b son continuamente proporcionales y  A 
mide a b , entonces también mide a e  [VIII, 7], Ahora bien, 
como A es a e ,  así r  a a . Entonces r  también mide a A [VII, 
Def. 21],

112 Es uno de los raros casos en los teoremas de aritmética cuya con
clusión reitera el enunciado de la proposición. Cf. VII 31-32.
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Pero ahora mida r a a.
Digo que también a medirá a b.
Pues, siguiendo la misma construcción, demostraríamos 

de modo semejante que a, e , K, B son continuamente pro
porcionales en la razón de r a A. Y puesto que r  mide a a y 
como r es a a, así a a e , entonces a mide también a e  [VII, 
Def. 21]; de modo que Bmide también a a. Q. e. D.

Proposición 16

Proposición 17

Si un número cubo no mide a un número cubo, el lado 
tampoco medirá al lado; y  si el lado no mide al lado, tam
poco el (número) cubo medirá al (número) cubo.

Pues que no mida el número cubo a al número cubo b; y 
sea r el lado de a y a el de b.

Si un número cuadrado no mide a un número cuadrado, 
tampoco el lado medirá al lado; y  si el lado no mide al 
lado, tampoco el (número) cuadrado medirá al (número) 
cuadrado.

Sean los números cuadrados a, b y sean sus lados r, a y 
no mida a a b.

Digo que r  tampoco mide a A.
A,___________ , Pues, si r mide a a, a medirá

también a B [VIII, 14]. Pero a no mi- 
B' • de a b; luego r tampoco medirá a a.
r>— — > Ahora bien, no mida r a a.
______________ Digo que a tampoco medirá a B.

Pues, si a mide a B, r medirá 
también a a [VIII, 14]. Pero r  no mide a A; luego a tampoco 
medirá a B. Q. E. D.

a >-— ^.r
Digo que r no medirá a a .
Pues, si r mide a a, a también medirá a b [VIH, 15]. 

Pero a no mide a b; luego r no mide a A.
Ahora bien, no mida r  a a.
Digo que a tampoco medirá a B.
Pues si a mide a B, r medirá también a a [VIII, 15].
Pero r  no mide a a; luego a  no medirá a b. Q. e, D.

Proposición 18

Entre dos números planos semejantes hay un número 
(que es) media proporcional; y  el (número) plano guarda 
con el (número) plano una razón duplicada de la que el 
lado correspondiente guarda con el lado correspondiente.
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Sean a , b dos números planos semejantes, y sean los nú
meros r, a los lados de a , y E, z  los de b . Y puesto que

ai------------------ * ri-------■

--------------- ------------------- 1 A ------------------- -

H  i--------------------------------------------------- 1 E ' ----------------------------

Z'------------------ ------'

(números) planos semejantes son los que tienen los lados 
proporcionales [Vil, Def. 22], entonces como r  es a A, así E
a z.

Pues bien, digo que entre a , b hay un número (que es la) 
media proporcional y a guarda con B una razón duplicada de 
la que r guarda con e o a  con z, es decir, de la que el lado 
correspondiente (guarda) con el lado correspondiente.

Y dado que como r es a A, así E a z, entonces, por alter
nancia, como r es a E, así A a z  [VII, 13]. Ahora bien, como 
A es un número plano y r , A sus lados, entonces A, al multi
plicar a r, ha hecho el número a . Por lo mismo, también E, 
al multiplicar a z, ha hecho el (número) B.

Ahora a, al multiplicar a E, haga el (número) H. Y pues
to que a , al multiplicar a r , ha hecho el (número) A, y  al 
multiplicar a E, ha hecho el (número) H, entonces como r es 
a e , así a a h [Vil, 17], Pero como r es a E, así a es a z; 
entonces como a es a z, así A a H. Puesto que E, a su vez, al 
multiplicar a a ha hecho el (número) H, y al multiplicar a z 
ha hecho el (número) B, entonces como a  es a z , así H a B 
[VII, 17]. Pero se ha demostrado también que como a es a 
z, así a  a h ; entonces también, como a es a H, así h  a b . Asi 
pues, a , H, B son continuamente proporcionales. Luego entre 
a , B hay un número (que es la) media proporcional.
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Digo ahora que a  guarda con b  una razón duplicada de 
la que el (lado) correspondiente (guarda) con el (lado) co
rrespondiente, es decir, de la que r guarda con E o a con z. 
Pues como a , h , b son continuamente proporcionales, A 
guarda con B una razón duplicada de la que (guarda) con H 
[V, Def. 9]. Y como a  es a h , así r  a e  y  a a z.

Por consiguiente, a  guarda con b  una razón duplicada de 
la que r (guarda) con e o a  con z. Q. E. D.

P r o p o s ic ió n  19

Entre dos números sólidos semejantes caen dos núme
ros (que son) medias proporcionales; y  el (número) sólido 
guarda con el (número) sólido semejante una razón tripli
cada de la que el lado correspondiente guarda con el lado 
correspondiente.

Sean a , b dos (números) sólidos semejantes, y  sean r ,  A, 
E los lados de a , y  z, h , e  los de b . Y como sólidos semejan-

A'---------------------1 Si------------

-------------------------------- :------------- 1 N'------

n-----------1 z<------------- 1 k

A '----------------------------- 1 H i-------------------------------------1 A

E1--------------- - 0  -------------------- 1 M I

tes son los que tienen los Ja dos proporcionales [VII, Def. 
22], entonces como r es a a, así z  a h , y  como a es a E, así H 
a e.

J.



Digo que entre a , b caen dos números (que son) medias 
proporcionales y que A guarda con B una razón triplicada de 
la que r  (guarda) con z y A con h y además E con e.

Pues haga r, al multiplicar a a ,  el (número) K., y haga z, 
al multiplicar a H, el número a . Y como r ,  a  están en la 
misma razón que z, h y el (producto) de r, a es K, mientras 
que a  es el (producto) de z, H, entonces K, a  son números 
planos semejantes [VII, Def. 22]; por tanto, entre K , a  hay 
un número (que es) media proporcional [VIII, 18]. Sea M. 
Entonces M es el (producto) de a, z, según se ha demostrado 
en el teorema anterior [VIII, 18]. Y puesto que A, al multi
plicar a r, ha hecho el (número) K, y al multiplicar a z  ha 
hecho el (número) m , entonces, como r es a z, así K a M 
[VII, 17]. Pero como k  es a m , m  es a a . Luego, K , M, a  son 
continuamente proporcionales en la razón de r a z. Puesto 
que, como r  es a a ,  así z  a h, entonces, por alternancia, 
como r  es a z, así a a H [VII, 13]. Por lo mismo, también, 
como a  es a H, así E a 9 .  Así pues, K , M, a  son continua
mente proporcionales en la razón de r  a z y en la de a  a  H  y 
además en la de e a e.

Ahora bien, hagan los (números) e , e , al multiplicar a m , 
los (números) N, s  respectivamente. Y puesto que a  es un 
número sólido y  r, A, e  sus lados, entonces e , al multiplicar 
al producto de r, a, ha hecho el (número) a . Pero el (pro
ducto) de r, a es k ; entonces e , al multiplicar a k , ha hecho 
a . Así que, también, por lo mismo, e , al multiplicar a a , ha 
hecho el (número) b .

Y puesto que e , al multiplicar a k , ha hecho el (número) 
a , mientras que, al multiplicar a m , ha hecho el (número) n , 
entonces, como k es a m , así a  a N [VII, 17]. Pero, como K 
es a m , así r a z  y a a H y además E a e. Entonces también, 
como r  es a z y a  a H y e  a e, así A a N. Puesto que, a su vez, 
E, 9, al multiplicar a M, han hecho los (números) N, E res
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pectivamente, entonces, como E es a 9, así n a E [Vil, 18]. 
Pero, como E es a 9, así r a z y a a H; luego también, como 
r es a z  y a a h y E a 9, así a  a n y N a E. Puesto que 9, a su 
vez, al multiplicar a M, ha hecho el (número) E, mientras 
que, al multiplicar también a a ,  ha hecho el (número) B, en
tonces, como M es a a ,  así E a B [VII, 17]. Pero como Mesa  
a, así r a z  y a a h y E a 9. Luego también, como r  es a z  y 
a a H y E a 9, así no sólo E a B, sino también A a N y N a E. 
Por tanto, a , n , e , b son continuamente proporcionales en las 
antedichas razones de los lados.

Digo también que a  guarda con b una razón triplicada de 
la que el lado correspondiente guarda con el lado corres
pondiente, es decir, de la que el número r (guarda) con el 
(número) z, o el (número) a con el (número) h y además el 
(número) E con el (número) 9.

Pues como a , n , e , b son cuatro números continuamente 
proporcionales, entonces a guarda con b una razón triplica
da de la que a (guarda) con n [V, Def. 10], Pero se ha de
mostrado que como a  es a n , así r  a z y a a H y además E 
a 9.

Por consiguiente, también a guarda con B una razón 
triplicada de la que el lado correspondiente guarda con el 
lado correspondiente, es decir de la que el número r guarda 
con el (número) z  y el (número) a con el (número) h y ade
más el (número) E con el (número) 9. Q. E. D.
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Proposición 20

Si entre dos números cae un número (que es) media 
proporcional, los números serán números planos semejan
tes.

Pues caiga un número r (que sea la) media proporcional 
entre los números A, B.

Digo que A, b son números planos semejantes.
Tómense los números menores a , e  de los que guardan 

la misma razón con a , i [VII, 33]; entonces, a mide a A el

ai--------------- 1 a 1--------■

B1-------------------------- '
n------- --------------- , E'------------ 1

-----------------------1 H ' ------------------------------- 1

mismo número de veces que E a r [VII, 20]. Y cuantas ve
ces a  mida a a , tantas unidades haya en z; entonces, z, al 
multiplicar a a , ha hecho el (número) a . De modo que a  es 
un número plano y a , z  sus lados. Puesto que a su vez A, E 
son los números menores de los que guardan la misma ra
zón que r ,  b , entonces, a mide a r  el mismo número de ve
ces que E a B [VII, 20]. Ahora bien, cuantas veces E mida a 
B, tantas unidades haya en H. Entonces, E mide a B según las 
unidades de H; por tanto, H, al multiplicar a E, ha hecho el 
(número) B. Luego B es un número plano y E, H sus lados. 
Por tanto, a , b son números planos.

Digo además que son semejantes.

Pues como z  al multiplicar a A ha hecho el (número) a  y  
al multiplicar a E ha hecho el (número) r, entonces, como a 
es a e , así a  a r 113, es decir, r a b [VII, 17], A su vez, puesto 
que e , al multiplicar a z, h , ha hecho los (números) r, b  res
pectivamente, entonces, como z  es a h , así r  a b [VII, 17], 
Pero como r es a B, así a  a e ; luego también, como a  es a e , 
así z  a h . Y, por alternancia, como a es a z, así e  a h  [VIII, 
13],

Por consiguiente, A, b son números planos semejantes: 
porque sus lados son proporcionales. Q. E. D.

Proposición 21

Si entre dos números caen dos números medios propor
cionales, los números son sólidos semejantes.

Pues caigan dos números medios proporcionales r ,  A 
entre los números A, B.

Digo que A, B son (números) sólidos semejantes.
Pues tómense tres números E, z, h  los menores de los 

que guardan la misma razón que A, r ,  a [VII, 33 y  VIII, 2]; 
entonces sus extremos E, H son primos entre sí [VIII, 3], Y 
puesto que entre E, H ha caído un número medio proporcio
nal, z, entonces e , h  son números planos semejantes [VIII,
20]. Pues bien, sean e ,  K los lados de e , y  a , m  los de h . 
Luego queda claro a partir de la (proposición) anterior que

113 Heath considera corruptas estas líneas porque no es necesario infe
rir que como a es a e, asi a a r, ya que forma parte de la hipótesis. Ade
más, contra lo habitual en este texto, la afirmación de que z, al multiplicar 
a E, ha hecho r, se presenta sin explicación detallada. Sin embargo los 
editores no indican nada al respecto. Por otra parte, esta proposición es la 
conversa de VIH 18.

1 91 . - n
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E, z, H son  con tinuam en te  proporc ionales en  la razón d e  e  a 
a  y  en  la  d e  k  a  m . Y com o  E, z, h  son  los (núm eros) m e-

A > 

B'

r>

A

N

E * 

Z ' 

H1 

e

K

A

M

ñores de tos que guardan la misma razón que a, r, d y la 
cantidad de tos (números) E, z, H es igual a la cantidad de 
los (números) a, r, a, entonces, por igualdad, como e es a h, 
así a a A [VII, 14], Pero E, H son primos y los primos son 
también los menores [VII, 21], pero los menores miden a 
los que guardan la misma razón que ellos el mismo número 
de veces, el mayor al mayor y el menor al menor, es decir el 
antecedente al antecedente y el consecuente al consecuente 
[VII, 20]; entonces E mide a a el mismo número de veces 
que H a A. Ahora bien, cuantas veces E mide a A, tantas uni
dades haya en n. Entonces n, al multiplicar a E, ha hecho el 
(número) a. Pero E es el (producto) de 9, k; luego n, al 
multiplicar al (producto) de e , K, ha hecho el (número) A. 
Por tanto, a  es un (número) sólido y e , K, N son sus lados. 
Puesto que a su vez e, z, h son los (números) menores de 
los que guardan la misma razón que r, a, b, entonces E mide 
a r el mismo número de veces que h a b. Ahora bien, cuan
tas veces E mide a r, tantas unidades haya en 2. Entonces H 
mide a b según las unidades de 2; luego 2, al multiplicar a H, 
ha hecho el (número) B. Pero H es el (producto) de a, m;
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entonces 2, al multiplicar al (producto) de a, m, ha hecho el 
(número) B. Luego b es un número sólido y a, m, 2 sus la
dos; por tanto, A y B son (números) sólidos.

Digo que también son semejantes. Pues como n, h, al 
multiplicar a e , han hecho los números a , r (respectiva
mente), entonces, como n es a 2, a es a r, es decir, e a z 
[VII, 18], Pero como E es a z, e  es a a y K a m; luego, como 
© es a a , así K a M y N a a. Pero e, k, n son los lados de a , 
mientras que 2, a, m son los lados de b. Por consiguiente, a, 
Bson números sólidos semejantes. Q. E. D.

Proposición 22

Si tres números son continuamente proporcionales y  el 
primero es cuadrado, el tercero será también cuadrado.

Sean a, b, r tres números continuamente proporcionales 
y el primero, a , sea cuadrado.

Digo que también el tercero, r, es cuadrado.
Pues como entre a , r  hay un nú

mero b (que es) media proporcional,
entonces a , r son (números) planos ®'----------- —
semejantes [VIII, 20]. Pero a  es cua- r,_ — ________ ____ ,
drado.

Por consiguiente, también r  es cuadrado. Q. E. D.
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Proposición 23

Si cuatro números son continuamente proporcionales y  
el primero es cubo, también el cuarto será cubo.

Sean a, b, r, a cuatro números continuamente proporcio
nales y sea a cubo.

*--------------- --- • , ., ,Digo que a también es cubo.
' ' B Pues como entre a, a hay dos
k—:̂ yr:.  ----- ir números B, r  (que son) medias pro-

porcionales, entonces A, A son dos 
números sólidos semejantes [VIII,

21]. Pero a es cubo.
Por consiguiente, también a es cubo. Q. E. D.

Proposición 24

Si dos números guardan entre si la razón que un núme
ro cuadrado guarda con un número cuadrado y  el primero 
es cuadrado, el segundo será también cuadrado.

Pues guarden entre sí los dos números a, b la razón que 
guarda el número cuadrado r con el 
número cuadrado a, y sea a cua- 

B i— — drado.
r , ......... Digo que también B es cuadrado.

Pues como r, a son cuadrados, 
entonces, r, a son (números) planos 

semejantes. Por tanto, entre r, A cae un número medio pro

porcional [VIII, 18], y como r es a a, a es a b; luego entre a, 
b cae también un número medio proporcional [VIII, 8], Pero 
a es cuadrado.

Por consiguiente, también B es cuadrado [VIII, 22]. 
Q. E. D.

Proposición 25

Si dos números guardan entre sí la razón que un núme
ro cubo guarda con un número cubo y  el primero es cubo, 
el segundo será también cubo.

Pues guarden entre sí los dos números A, B la razón que 
el número cubo r  guarda con el número cubo A, y sea A 
cubo.

Digo que B es también cubo.
Pues como r, a son cubos, son (números) sólidos seme

jantes; entonces entre r, A caen dos números (que son) me-

A ------------- 1 E>------------------- 1

B i----------------------- ----------------- 1

A ' ----------------------------------1----------- ----------------------------— — i ■■

dias proporcionales [VIII, 19]. Pero cuantos (números) caen 
en proporción continua entre r, a, tantos (caerán) también 
entre los que guardan la misma razón con ellos [VIII, 8], De 
modo que entre a, b caen también dos números (que son) 
medias proporcionales. Caigan E, z. Pues bien, como los 
números a, e, z, B son continuamente proporcionales y a es 
cubo, entonces B es también cubo [VIII, 23], Q. E. D.
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Proposición 26

Los números planos semejantes guardan entre sí la ra
zón que un número cuadrado guarda con un número cua
drado.

Sean a , b dos números planos semejantes.
Digo que A guarda con B la razón que un número cua

drado guarda con un número cuadrado.
Pues como a , b son números planos semejantes, enton

ces entre a , b cae un número (que es) media proporcional 
[VIII, 18].

Caiga y sea r, y tómense los números menores a, e , z  de 
los que guardan la misma razón que a , r, b [VII, 33 y VIII,

A  i-------------------------------- 1 B ' --------------------------- :------------------------------------ 1

n------------------------

A l ------------------- 1 E l ----------------------------- 1 Z ' --------- ;-----------------------------1

2]; entonces sus extremos a , z  son cuadrados [VIII, 2, Por.]. 
Puesto que como a es a z, así a  a B y  a , z  son cuadrados, en 
tonces A guarda con b la razón que un número cuadrado 
(guarda) con un número cuadrado. Q. E. D.

Proposición 27

Los números sólidos semejantes guardan entre si la ra
zón que un número cubo (guarda) con un número cubo.

Sean a , b números sólidos semejantes.
Digo que A guarda con B la razón que un número cubo 

(guarda) con un número cubo.
Pues como A, B son sólidos semejantes, entonces entre 

a , b caen dos números (que son) medias proporcionales 
[VIII, 19],

Caigan r, a y  tómense e , z , h , e ,  los (números) menores 
de los que guardan la misma razón que a , r, a , B e iguales a

A i-------------------- - I"'------------ -1------------------ - ■

E i ---------------1 Z  ■------------------------- H ' ----------------------------------1 9 ' ------------------------------------------- -

ellos en número [VII, 33 y VIII, 2], Entonces, sus extremos 
E, e  son cubos [VIII, 2, Por.]. Ahora bien, como E es a e ,  así 
a a b ; entonces a  guarda también con b la razón que un nú
mero cubo guarda con un número cubo. Q. E. D. " 4.

| 1,4 Al-Nayrizl recoge dos proposiciones en su comentario añadidas por
I Herón:

a. Si dos números guardan entre sí la razón que un cuadrado guarda 
con un cuadrado, los números son planos semejantes.

b. Si dos números guardan entre sf la razón que un cubo guarda con un 
cubo, los números son sólidos semejantes.

Estas proposiciones son las conversas de VIII 26 y 27, respectiva
mente.
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Proposición 1

Si dos números planos semejantes, al multiplicarse en
tre si, hacen un número, el producto será cuadrado.

Sean a, b dos números planos semejantes y a, al multi
plicar a b, haga el (número) r.

Digo que r es cuadrado.
Pues haga A, al multiplicarse por sí mismo, el número a. 

Entonces A es cuadrado. Pues bien, como a, al multiplicarse

A ' --------------------------1

-----------------------------1
n---------------------- ----------------- -—i

a i---- i-------- ------ -------------1

por sí mismo, ha hecho el (número) A y, al multiplicar a B, 
ha hecho el (número) r, entonces como a es a b, así a a r 
[VII, 17].

Y puesto que A, b son números planos semejantes, en
tonces entre a, b cae un número (que es) media proporcional 
[VIII, 18]. Pero, si entre dos números caen números en pro
porción continua, cuantos caigan entre ellos, tantos (caerán)



2 0 2 ELEMENTOS LIBRO IX 203

entre los que guardan la misma razón con ellos [VIH, 8]; de 
modo que entre r, A cae también un número (que es) media 
proporcional. Ahora bien, a es cuadrado.

Por consiguiente, también r es cuadrado [VIII, 22]. 
Q. E. D.

Proposición 2

Si dos números, al multiplicarse entre si, hacen un (nú
mero) cuadrado, son números planos semejantes.

Sean a , b los dos números y a , al multiplicar a B, haga el 
(número) cuadrado r.

i________ i Digo que a, b son números pla
nos semejantes.

B, i Pues haga a , al multiplicarse por
n------—-----------------1 sí mismo, el (número) a , entonces a

(____________ h es cuadrado. Y dado que a , al multi
plicarse por sí mismo, ha hecho el 

(número) a y , al multiplicar a b , ha hecho el (número) r, 
entonces, como a  es a b , así a es a r [VII, 17], Y puesto que 
A es cuadrado y  r también, entonces a , r son (números) 
planos semejantes. Luego entre A, r  cae un número (que es) 
media proporcional [VIH, 18], Ahora bien, como a es a r, 
así a a b . Por tanto, entre a , b cae un número (que es) media 
proporcional [VIII, 18], Pero, si entre dos números cae un 
número (que es) media proporcional, los números son 
planos semejantes [VIH, 20].

Por consiguiente, A, b son (números) planos semejantes.
Q. E. D.

Proposición 3

Si un número cubo, al multiplicarse por si mismo, hace 
algún número, el producto será cubo.

i

Haga, pues, el número a , al multiplicarse por sí mismo, 
el número b.

Digo que B es cubo.
Pues tómese ¡\ el lado de a , y r, al multiplicarse por sí 

mismo, haga el (número) a .
Entonces queda claro que r, al multiplicar a A, ha hecho 

el (número) a . Y como r, al multiplicarse por sí mismo, ha 
hecho a , entonces, r mide a a 
según sus propias unidades. Pe- A' '
ro, además, la unidad mide tam- b >-----------------------------------<

bién según sus propias unidades fi____, ______ ,
a r. Por tanto, como la unidad 
es a r, r es a a [VII, Def. 21].

Como r, al multiplicar a su vez a a , ha hecho el (núme
ro) a , entonces, a mide a a  según las unidades de r. Pero la 
unidad también mide a r según sus unidades; luego, como la 
unidad es a r, a es a a . Y como la unidad es a r, r es a a ; 
entonces, también, como la unidad es a r, así r  a a y  r a a . 
Por tanto, entre la unidad y  el número A han caído dos 
números en proporción continua r, a (que son) medias pro
porcionales.

Como a , al multiplicarse por sí mismo, ha hecho a su 
vez el (número) B, entonces a  mide a b según sus propias 
unidades. Pero la unidad también mide a a  según sus unida
des; entonces, como la unidad es a a , a  es a B [VII, Def. 21].
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Y entre la unidad y a  han caído dos números (que son) 
medias proporcionales; por tanto, entre a  y b  caerán también 
dos números (que son) medias proporcionales [VIII, 8], 
Pero si caen dos números (que son) medias proporcionales 
entre dos números y el primero es cubo, también el segundo 
será cubo [VIII, 23], Ahora bien, A es cubo.

Por consiguiente, también Bes cubo. Q. E. D.

Proposición 4

Si un número cubo, al multiplicar a un número cubo, 
hace algún (número), el producto será cubo.

Pues un número cubo a , al multiplicar a un número 
cubo b, haga el (número) r.
_______ _ Digo que r es cubo.

Pues haga A, al multiplicarse por 
..í v sí mismo, el (número) a , entonces a

^ es cubQ [ix , 3], Y, dado que A, al
¿ i,.multiplicarse por sí mismo, ha hecho

el número a  y, al multiplicar a B, ha 
hecho el (número) r, entonces, como a  es a b , así A a r  [VII,
17). Ahora bien, puesto que a , b  son cubos, a , b son sólidos 
semejantes. Por tanto, entre a , b  caen dos números (que son) 
medias proporcionales [VIII, 19]; de modo que entre a , r 
caerán también dos (números que son) medias proporciona
les [VIH, 8). Pero a es cubo.

Por consiguiente, también r es cubo [VIII, 23]. Q. E. D.
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Proposición 5

Si un número cubo, al multiplicar a algún número, hace 
un (número) cubo, el número multiplicado también será 
cubo.

Pues haga el número cubo a , al multiplicar a un número 
b , el número cubo r. t_______ |

Digo que B es cubo.
Pues a , al multiplicarse por sí Bl “ '

mismo, haga el (número) a; enton- r>----- — ■—  ---------- -
ces a es cubo [IX, 3], y dado que a , 
al multiplicarse por sí mismo, ha he
cho el (número) A y, al multiplicar a b , ha hecho el (número) 
r, entonces, como a  es a b , a es a r [VII, 17]. Ahora bien, 
puesto que a , r son cubos, son sólidos semejantes. Por tanto, 
entre A, r caen dos números (que son) medias proporcio
nales [VIII, 19], Ahora bien, como a es a r, así a  es a b ; 
entonces también entre A, b caen dos números (que son) 
medias proporcionales [VIII, 8], Pero a es cubo.

Por consiguiente, también Bes cubo [VIII, 23]. Q. E. D.

Proposición 6

Si un número, al multiplicarse por sí mismo, hace un 
(número) cubo, también él mismo será cubo.

Pues haga el número a , al multiplicarse por sí mismo, el 
(número) cubo b .
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Digo que A también es cubo.
Pues A, al multiplicar a b, haga el (número) r. Pues bien, 

dado que a, al multiplicarse por sí
A, ■ mismo, ha hecho el (número) B y, al
b  i----------------------1 multiplicar a B, ha hecho el (número)

__________________ r, entonces r es cubo. Y puesto que
a, al multiplicarse por sí mismo, ha 

hecho el (número) B, entonces A mide según sus propias 
unidades a B. Pero también la unidad mide a a según sus 
unidades. Entonces, como la unidad es a a, así a es a B [VII, 
Def. 21]. Ahora bien, puesto que a, al multiplicar a B, ha 
hecho el (número) r, entonces b mide a r según las unidades 
de A. Pero también la unidad mide a a según sus unidades. 
Por tanto, como la unidad es a a, así B a r  [VII, Def. 21]. 
Pero como la unidad es a a, así a a b; entonces, como a es a
B, b es a r. Y como b, r son cubos, son sólidos semejantes. 
Por tanto, entre B, r  hay dos números medios proporcionales 
[VIII, 19]. Ahora bien, como B e s a r ,  Ae s a B .  Luego entre 
A, B hay dos números (que son) medias proporcionales 
[VIII, 8], Pero B es cubo.

Por consiguiente, A también es cubo. Q. E. D.

Proposición 7

Si un número compuesto, al multiplicar a un número, 
hace algún (número), el producto será sólido.

Haga, pues, el número compuesto a, al multiplicar a un 
número b, el (número) r.

Digo que r es sólido.
Pues como a es compuesto, será medido por algún 

número [VII, Def. 14]. Sea medido por A y cuantas veces a



LIBRO IX 2 0 7

mide a a , tantas unidades haya en E. En efecto, como a 
mide a a según las unidades de E, entonces E, ai multiplicar 
a A, ha hecho el (número) a  [VII,
Def. 16], Ahora bien, como a , al A' ?
multiplicar a B, ha hecho r, y A es el B'
producto de a , e , entonces el n-----------------—•— •
producto de a , e , al multiplicar a s ,  a i___ , ,_________i
ha hecho el (número) r.

Por consigu ien te, r  es só lido  y sus lados son a, e , b. 
Q. E. D.

Proposición 8

Si tantos números como se quiera a partir de una uni
dad son continuamente proporcionales, el tercero a partir 
de la unidad será cuadrado, así como todos los que dejan 
un intervalo de uno, y  el cuarto será cubo, así como todos 
los que dejan un intervalo de dos, y  el séptimo será al mis
mo tiempo cubo y  cuadrado, asi como todos los que dejan 
un intervalo de cinco.

Sean a , b , r, a, e , z  tantos números como se quiera con
tinuamente proporcionales a partir de una unidad.

A<---------------------------- - Al ------------------------------------ ;------ -4

B>-------------------- ------ 1 El--------------— --------------- ------------1.

ri---------- 1--------------1 zi------- —>----------—:— ------------ 1

Digo que B, el tercero a partir de la unidad, es cuadrado, 
así como todos los que dejan un intervalo de uno, y r, el 
cuarto, es cubo, así como todos los que dejan un intervalo
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de dos, y  z , el sép tim o , es al m ism o tiem po cubo  y  cuadra
do, así com o todos los que d e jan  un  in tervalo  de cinco.

Pues, como la unidad es a a , así a  a  b ; entonces la uni
dad mide al número a  el mismo número de veces que a  a b 
[VII, Def. 21]. Pero la unidad mide a a  según sus unidades; 
entonces, a  mide a b también según las unidades de A. Lue
go, A, al multiplicarse por sí mismo, ha hecho el (número) 
b ; por tanto, b es cuadrado. Ahora bien, puesto que B, r , a 
son continuamente proporcionales, y B es cuadrado, también 
a es cuadrado [VIII, 22]. Por lo mismo, z  también es cua
drado. De manera semejante demostraríamos que todos los 
que dejan un intervalo de uno son también cuadrados.

Digo además que r, el cuarto a partir de la unidad, es 
cubo, así como todos los que dejan un intervalo de dos.

Pues, como la unidad es a A, asi B a r, entonces, la uni
dad mide al número a el mismo número de veces que Bar.  
Pero la unidad mide al número a  según las unidades de a ; 
entonces b mide a r según las unidades de a ; por tanto, A, al 
multiplicar al número b, ha hecho el (número) r; y, en efec
to, como a , al multiplicarse por sí mismo, ha hecho el (nú
mero) B y, al multiplicar a b , ha hecho el (número) r, 
entonces i es cubo. Ahora bien, como r , A, E, z son conti
nuamente proporcionales y r es cubo, entonces z  también es 
cubo [VIH, 23]; pero se ha demostrado que también es 
cuadrado; por tanto, el séptimo a partir de la unidad es cubo 
y cuadrado.

De manera semejante demostraríamos que todos los 
que dejan un intervalo de cinco son cubos y cuadrados. 
Q. E. D ." 5.

En la progresión geom étrica 1, o, a:, a a4, a* 1, a6, a ...
Los térm inos 3 " = a'. 5." = a4 y 7° - a 6 son cuadrados.
Los térm inos 4 " = a ’ . 7." = a 6 y 1 0 "  = a 9 son cubos.
1 os térm inos 7 " -  a 6 y 13 * = a ' : son cuadrados y cubos a la vez.

Proposición 9

Si tantos números como se quiera a partir de una uni
dad son continuamente proporcionales, y  el número si
guiente a la unidad es cuadrado, todos los demás serán 
también cuadrados, y  si el número siguiente a la unidad es 
cubo, todos los demás serán también cubos.

Sean a , b , r, a, e, z tantos números como se quiera con
tinuamente proporcionales a partir de una unidad, y  sea a , el 
siguiente a la unidad, cuadrado.

Digo que también todos los demás serán cuadrados.
Se ha demostrado, en efecto, que B, el tercero a partir de 

la unidad, es cuadrado, asi como todos los que dejan un in
tervalo de uno [IX, 8],

Digo que todos los demás son también cuadrados.
Pues como a , b , r  son continuamente proporcionales y a  

es cuadrado, también r es cuadrado [VIII, 22]. Como B, r ,  A

A ' ■■ ■

B ' ------- :------- r — ---------------— <

r<— — ,— >. . „

A--------- .vi
iUri *.'V; • , ,3̂

E•— -----—- 7—r-;;;—7- --- 7

" z >  » ■<— w ------ * * -— . - m " t- V - ,  y"-- «

son a su vez continuamente proporcionales y B es cuadrado, 
a es también cuadrado [VIII, 22]. De manera semejante 
demostraríamos que todos los demás son cuadrados.

1 9 1 -  14

**
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Pero ahora sea A cubo.
Digo que también todos los demás son cubos.
Se ha demostrado, en efecto, que r, el cuarto a partir de 

la unidad, es cubo, así como todos los que dejan un inter
valo de dos [IX, 8].

Digo que todos los demás son también cubos.
Puesto que como la unidad es a A, así A a B, entonces la 

unidad mide a a  el mismo número de veces que a a b . Pero 
la unidad mide a a  según sus unidades, entonces a  mide 
según sus propias unidades a b ; así pues, a , al multiplicarse 
por sí mismo, ha hecho B. Y a  es cubo. Pero si un número 
cubo, al multiplicarse por sí mismo, hace algún (número), el 
producto es cubo [IX, 3]; entonces B es cubo. Ahora bien, 
puesto que los cuatro números a , b , r, a son continuamente 
proporcionales y  A es cubo, entonces a es cubo [VIII, 23]. 
Luego, por lo mismo, E es también cubo y de manera seme
jante todos los demás son cubos. Q. E. D.

Proposición 10

Si tantos números como se quiera a partir de una uni
dad son [continuamente] proporcionales y  el siguiente a la 
unidad no es cuadrado, ningún otro será cuadrado salvo el 
tercero a partir de la unidad y  todos los que dejan un inter
valo de uno. Y si el siguiente a la unidad no es cubo, ningún 
otro será cubo salvo el cuarto a partir de la unidad y  todos 
los que dejan un intervalo de dos.

Sean A, B, r , A, e , z  tantos números como se quiera con
tinuamente proporcionales a partir de una unidad y  a , el si
guiente a la unidad, no sea cuadrado.
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Digo que ningún otro será cuadrado salvo el tercero a 
partir de la unidad [y los que dejan un intervalo de uno].

Pues, si es posible, sea r cuadrado. Pero B también es 
cuadrado [IX, 8]. Entonces b, r guardan entre si la razón

A   --------------- :----------- ;----------------?-xr-— - 1 .. ;.

B<--- ----' ’n l' '

r«—  ----- -—:—:— --- :----

■ A ■---------------------------------— ------------------- — :— i/

e ►-----------
%1    -......—■ ■

que un número cuadrado guarda con un número cua
drado"6. Y como b es a t , a es a B; entonces a , b guardan 
entre sí la razón que un número cuadrado guarda con un 
número cuadrado; de modo que a , b son (números) planos 
semejantes [VIH, 26 conversa]. Ahora bien, b es cuadrado; 
luego A es también cuadrado; lo que precisamente se ha 
supuesto que no. Por tanto, r no es cuadrado.

De manera semejante demostraríamos que ningún otro 
es cuadrado salvo el tercero a partir de la unidad y los que 
dejan un intervalo de uno.

Pero ahora no sea a  cubo.
Digo que ningún otro será cubo salvo el cuarto a partir 

de la unidad y los que dejan un intervalo de dos. 116

116 En sus notas a la traducción al latín de los Elementos, Heiberg dice 
que las palabras «de modo que a, b son planos semejantes» quizá sean es
purias, porque resulta más difícil utilizar VIH 24, que la conversa de VIH 
26. Además, el uso de VIH 24, se correspondería mejor con la utilización 
de VIH 25, en la parte relativa a cubos. Sin embargo no atetiza esta paite 
en su edición.
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Pues, si es posible, sea a cubo. Pero r también es cubo: 
pues es el cuarto a partir de la unidad [IX, 8]. Y como r es a 
a , b es a r; entonces b guarda con r la razón que un cubo 
(guarda) con un cubo. Ahora bien, r es cubo; entonces B 
también es cubo [VIII, 25]. Y dado que, como la unidad es a 
a , a es a b , y  la unidad mide a a  según sus unidades, enton
ces, A mide según sus propias unidades a B. Por tanto, A, al 
multiplicarse por sí mismo, ha hecho el (número) cubo B. 
Pero si un número al multiplicarse por sí mismo hace un 
(número) cubo, también él mismo será cubo [IX, 6]. Enton
ces a también es cubo, lo que precisamente se ha supuesto 
que no. Así pues, a no es cubo. De manera semejante de
mostraríamos que ningún otro es cubo salvo el cuarto a 
partir de la unidad y los que dejan un intervalo de dos. 
Q. E. D.

Proposición 11

Si tantos números como se quiera a partir de una uni
dad son continuamente proporcionales, el menor mide al 
mayor según uno de los que se encuentran entre los núme
ros proporcionales.

Sean B, i , a, e , tantos números como se quiera continua
mente proporcionales a partir de la unidad a .

Digo que B, el menor de los (números) B, i , a, e , mide a 
E según uno de los (números) r, a .

Puesto que, como la unidad a es a B, así A a E, entonces, 
la unidad A mide al número B el mismo número de veces 
que A a E; así pues, por alternancia, la unidad A mide a A el 
mismo número de veces que B a F [VII, 15], Pero la unidad
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A m ide  a a según  sus un idades; en tonces, B tam b ién  m ide a 
E según  las un idades de a ; de m odo  que el m enor, B, m ide al
m ayor, E, según  un  núm ero  de los A,_________ ,
que se encuentran  en tre los núm eros 
proporcionales. B' '

Porisma: n---- -—r ■ '■ ■ «
Y queda claro  que aquel lugar ~ ' ,

que tenga el (núm ero) que m ide a  , ■
p artir  de la  un idad , el m ism o lugar E' '
tiene  tam bién  el (núm ero) según  el cual m ide a  partir del 
(núm ero) m edido  en la d irección  del (núm ero) an terio r a él. 
Q. E. D ." 7.

Proposición 12

Si tantos números como se quiera a partir de una uni
dad son continuamente proporcionales, por cuantos núme
ros primos sea medido el último, por los mismos será me
dido también el siguiente a la unidad.

Sean a , b , r ,  a  cuantos números se quiera proporcionales 
a partir de una unidad. 117

117 El porisma se puede relacionar con una proposición de Arquímedcs 
en el Arenario, en la que estipula que, sí dos números en proporción con
tinua a partir de la unidad se multiplican entre si, el producto estará en la 
misma serie y su lugar a partir del factor mayor será igual al lugar del 
factor menor a partir de la unidad, y distará de la unidad un lugar menos 
que la suma de los factores a partir de la unidad.

Esta regla hace posible determinar en la progresión geométrica a, b, i , 
A, E, z, H, e, l, K, a, en la que a = 1, el producto de A . © con relación a A, 
dado que a dista de 0 tanto como a de a . Además establece que el número 
a puede hallarse reduciendo la suma de los números a y 0  en 1.
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Digo que por cuantos números primos sea medido a , por 
los mismos será medido a .

Pues sea medido a por algún número primo E.
Digo que E mide a a .

Pues supongamos que no; pero e  es primo, y  todo nú
mero primo es primo con respecto al (número) al que no

-------------------- 1 z>---------------

B >----------------------------------------------- 1 H  ------------------------ 1

p i ----------------------------------------------— i 0 i -----------------

Ai--------------------------------- 1 Ei---------1

mide [VII, 29]; entonces E, a son primos entre sí. Y ya que 
E mide a a, mídalo según las unidades de z. Entonces E, al 
multiplicar a z, ha hecho el (número) a. Y puesto que, a su 
vez, A mide a a según las unidades de r  [IX 11 ], entonces a, 
al multiplicar a r, ha hecho el (número) a. Pero, en efecto, E, 
al multiplicar a z, ha hecho también el (número) a; enton
ces, el (producto) de a, r  es igual al (producto) de E, z. Así 
pues, como a es a E, z  es a r  [VII, 19]. Pero a, e son primos, 
y los primos son también los menores [VII, 21], y los me
nores miden a los que guardan la misma razón con ellos el 
mismo número de veces, el antecedente al antecedente y el 
consecuente al consecuente [VII, 20]; entonces E mide a r. 
Mídalo según h; entonces e , al multiplicar a h, ha hecho el 
(número) r. Pero, además, por la (proposición) anterior, a, 
al multiplicar a b, ha hecho también el (número) r [IX, 11 
Por.]. Así pues, el producto de a, b es igual al producto de E, 
h. Por tanto, como a es a E, H es a b [VII, 19]. Pero a, e son 
primos, y los primos son también los menores [VII, 21], y 
los números menores miden a los que guardan la misma ra
zón que ellos el mismo número de veces, el antecedente al
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antecedente y el consecuente al consecuente [Vil, 20]; por 
tanto, E mide a b . Mídalo según e; entonces E, al multiplicar 
a e , ha hecho el (número) b. Pero además a , al multiplicarse 
por sí mismo, ha hecho también el (número) n [IX, 8], Por 
tanto, el producto de E, e  es igual al cuadrado de a . Luego, 
como E es a a , a  es a e  [VII, 19]. Pero a , e  son primos, y los 
primos son los menores [VII, 2], y los menores miden a los 
que guardan la misma razón que ellos el mismo número de 
veces, el antecedente al antecedente y el consecuente al 
consecuente [VII, 20]; así pues, E mide a a como el antece
dente al antecedente. Pero, por otra parte, no lo mide. Lo 
cual es imposible. Entonces e , a  no son primos entre sí, lu
ego son compuestos. Pero los compuestos son medidos por 
un número [VII, Def. 15], Ahora bien, como se ha supuesto 
que e  es primo, y el (número) primo no es medido por otro 
número que (no sea) él mismo, entonces E mide a a , e ; de 
modo que E mide a a . Y mide también a a : entonces E mide ¡í
a a , a 118. De manera semejante demostraríamos que por 
cuantos números primos sea medido a , por los mismos será j
medido a . Q. e . d . ■>

"* Heiberg, en el comentario añadido a su traducción latina de los Ele
mentos, señala que las palabras «pero mide también a a: entonces E mide a i
A» son superfluas y quizás hayan sido interpoladas. La prueba de esta !
proposición es una muestra de una notable reducción apagógica, en la que í
la proposición misma se sigue lógicamente — por reducción al absurdo— *
de su propia negación. Clavio dio el nombre de «consequentia mirabilis» a j
este patrón reductivo y desmintió la pretensión de Cardano de haber sido |
el primero en utilizar este procedimiento de prueba. Por lo demás, luego i
cobró especial relieve en geometría gracias al intento de G. Saccheri (en f
su Euclides ab omni naevo vindicatus, 1733) de demostrar el famoso pos- '
tulado de las paralelas en sus términos; el intento, como hoy es bien sabi
do, fue un intento fallido; no obstante, en el curso de su trabajo, Saccheri 
se encontró con diversos resultados geométricos no euclidianos, aunque, 
desde luego, no llegó a reconocerles la significación y la entidad que ad
quirieron a partir de las geometrías no euclidianas del s. xix.
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Proposición 13

Si tantos números como se quiera a partir de una uni
dad son continuamente proporcionales y  el siguiente a la 
unidad es primo, el mayor no será medido por ningún otro 
fuera de los que se encuentran entre los números propor
cionales.

Sean A, b , r ,  a laníos números como se quiera continua
mente proporcionales a partir de una unidad y sea A, el si
guiente a la unidad, primo.

Digo que A, el mayor de ellos, no será medido por nin
gún otro fuera de a , b, r.

Pues, si fuera posible, sea medido por E, y no sea e  el 
mismo que ninguno de los (números) a , b, r. Está claro,

A i------------------ El------------ -

Bi---------------- --------- -í'  Z>--------------------------1

P------- .------——-i H<---- ——<

A  i--------------------------------------------------------- 1 0 i --------------------------1

pues, que E no es primo. Porque, si E es primo y mide a a, 
también medirá a a [IX, 12], que es primo sin ser el mismo 
que él. Lo cual es imposible. Entonces, e  no es primo. Lue
go es compuesto. Pero todo número compuesto es medido 
por algún número primo [VII, 31]. Por tanto, E es medi
do por algún número primo.

Digo ahora que no será medido por ningún otro (nú
mero) primo salvo a . Pues, si E es medido por otro y e  mide 
a a, entonces ese otro también medirá a a [IX, 12]; de modo 
que también medirá a A [IX, 12], que es primo sin ser el 
mismo que él; lo cual es imposible. Asi pues, a mide a E. Y 
como E mide a a , mídalo según z.
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Digo que z  no es el mismo que ninguno de los (núme
ros) A, b , r. Porque si z  es el mismo que alguno de los (nú
meros) a , b , r y  mide a a según E, entonces, uno de los 
(números) a , b , r  mide a a según E. Pero uno de los (nú
meros) a , B, r mide a a según alguno de los (números) a , b , 
r [Di, 11], Entonces e es el mismo que uno de los (núme
ros) A, b , r; lo que precisamente se ha supuesto que no. Por 
tanto, z  no es el mismo que ninguno de los (números) a , b , 
r. Demostraríamos ahora de manera semejante que z  es 
medido por A, demostrando que z, a su vez, no es primo. 
Porque si (lo es) y  mide a a, medirá-también a A [IX, 12], 
que es primo sin ser el mismo que él; lo cual es imposible; 
por tanto, z no es primo; luego es compuesto. Pero todo 
número compuesto es medido por algún número primo [VII, 
31]; luego z  es medido por algún número primo.

Digo ahora que no será medido por ningún otro (núme
ro) primo salvo a . Pues si algún otro (número) primo mide a 
z  y z mide a a , entonces, ese otro medirá también a a; de 
modo que medirá también a a  [IX, 12], que es primo sin ser 
el mismo que él; lo cual es imposible. Así pues, A mide a z. 
Ahora bien, puesto que E mide a a según z, entonces E, al 
multiplicar a z, ha hecho el (número) a. Pero a , al multi
plicar a r, ha hecho el número a [IX, 11]; entonces el 
producto de a , r es igual al producto de E, z. Luego, propor
cionalmente, como a  es a e, así z  es a r  [VII, 19]. Pero a  
mide a e ; entonces z  mide también a r. Mídalo según h . De 
manera semejante demostraríamos que h  no es el mismo 
que ninguno de los números a , b y que es medido por a . Y 
puesto que z  mide a r  según H, entonces z, al multiplicar a 
H, ha hecho el (número) r. Pero a , al multiplicar a b , ha 
hecho también el (número) r [IX, 11]; entonces el producto 
de A, b es igual al producto de z, H. Luego, propor
cionalmente, como a es a z, H a b [VII, 19], Pero A mide a
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z; entonces h  también mide a b . Mídalo según e .  De manera 
semejante demostraríamos que e  no es el mismo que a . Y 
puesto que H mide a B según e ,  entonces h , al multiplicar a 
e , ha hecho el (número) b . Pero a , al multiplicarse por sí 
mismo, ha hecho también el (número) b [IX, 8], Entonces el 
producto de e ,  H es igual al cuadrado de a . Luego como e  
es a a , a  es a h  [VII, 19], Pero a  mide a h ; luego e  también 
mide a a , que es primo sin ser el mismo que él; lo cual es 
imposible.

P o r consigu ien te , el m ayor, a , no  será m ed ido  p o r  otro 
núm ero  fuera de a , b , r . Q. E. D.

Proposición 14

Si un número es el menor medido por números primos, 
no será medido por ningún otro número primo fuera de los 
que le medían desde un principio.

Pues sea a  el número menor medido por los números 
primos b , r, a.

Digo que a  no será medido por ningún otro fuera de 
b , r, a .

Pues, si es posible, sea medido por el (número) primo e , 
y  no sea e  el mismo que ninguno de los números b , r, a.

Ahora bien, como E mide a a ,
A  *----------------------- 1 o  * '

m ídalo  según  z ; en tonces E, al 
E" ' * ri 1 m ultip licar a z , ha hecho  el
zi------ -------- 1 (número) a . Y a  es medido por los

números primos b , r, a . Pero si 
dos números, al multiplicarse entre sí, hacen algún 
(número), y algún número primo mide a su producto, 
medirá también a uno de los iniciales [VII, 30]; entonces b , 
r, a medirán a uno de los (números) e , z . Ahora bien, no
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medirán a e ; porque e  es primo y no es el mismo que 
ninguno de los (números; b , r, a . Entonces, medirán a z que 
es menor que a ; lo cual es imposible. Porque se ha supuesto 
que a  es el menor medido por B, i , a . Por consiguiente, 
ningún número primo mide a a , fuera de b , r , a . Q. E. d . m .

Proposición 15

Si tres números continuamente proporcionales son los 
menores de los que guardan la misma razón que ellos, 
cualesquiera dos tomados juntos son primos con respecto al 
restante.

Sean a , b , r tres números continuamente proporcionales, 
los menores de los que guardan la misma razón que ellos.

Digo que dos cualesquiera de los
(núm eros) a , b , r tom ados ju n to s  --------- • B'------------- •
son  p rim os con respecto  al restan te , ___________ , r

tan to  a , b con respecto  a r , com o  b , r  ¿  E
con respecto a a , como también a , r ’ ' 12
con respecto  a  B.

Tómense pues los números a e , e z , los menores de los 
que guardan la misma razón que a , b , r [VIH, 2], Está claro 
que a e , al multiplicarse por sí mismo, ha hecho el (número) 
a , mientras que, al multiplicar a e z , ha hecho el (número) b , 
y  además e z , al multiplicarse por sí mismo, ha hecho el 
(número) r [VIII, 2). Y como a e , e z  son los menores, son 
primos entre sí [VII, 22]. Pero, si dos números son primos 
entre sí, también la suma de ambos es primo con respecto a 119

119 En otras palabras, la descomposición de un número en factores pri
mos es unívoca.
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cada uno de los dos [VII, 28], Entonces az también es 
primo con respecto a cada uno de los (números) ae, ez .

Pero, en efecto, ae también es primo con respecto a ez; 
entonces AZ, ae son primos con respecto a EZ. Pero si dos 
números son primos con respecto a un (número), su produc
to también es primo con respecto al restante [Vil, 24]; de 
modo que el producto de za, ae es primo con respecto a ez . 
De modo que el producto de za, ae es primo con respecto al 
cuadrado de ez [Vil, 25], Pero el producto de za, ae es el 
cuadrado de ae junto con el producto de ae, ez [II, 3]; 
entonces, el cuadrado de ae junto con el producto de ae, ez 
es primo con respecto al cuadrado de EZ. Ahora bien, el 
cuadrado de ae es a, mientras que el producto de ae, ez es B 
y el cuadrado de EZ es r. Por tanto, a, b tomados juntos son 
primos con respecto a r. De manera semejante demos
traríamos que b, r tomados juntos son primos con respecto 
a a .

Digo además que a , r tomados juntos son también pri
mos con respecto a b.

Pues, dado que az es primo con respecto a cada uno de 
los (números) ae, ez, el cuadrado de az es también primo 
con respecto al producto de ah, ez [VII, 24-25]. Pero los 
cuadrados de ae, ez junto con dos veces el producto de ae, 
ez son iguales al cuadrado de az [II, 4]; por tanto, los cua
drados de ae, ez junto con dos veces el producto de ae, ez 
son primos con respecto al producto de ae, ez. Por separa
ción, los cuadrados de ae, ez junto con una vez el producto 
de ae, ez son primos con respecto al producto de ae, ez. 
Así pues, también, por separación, los cuadrados de ae, ez 
son primos con respecto al producto de ae, ez . Ahora bien, 
el cuadrado de ae es a, mientras que el producto de ae, ez 
es b, y el cuadrado de ez es r.

•« ■ ■ -
---------  ----------- — —  --------------- -—     — ' «W i i W l f
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Por consiguiente, a, r tomados juntos son primos con 
respecto a b. q. E. D.I20.

P r o p o s ic ió n  16
Si dos números son primos entre sí, como el primero es 

al segundo, el segundo no será a ningún otro.

Pues sean a, b dos números primos entre sí.
Digo que como a es a B, así B ____________ ,

no será a ningún otro.
g  | - - |

Pues, si fuera posible, sea B a r
como A a B. Pero A, b  son primos, y r>------------------------- 1
los primos son también los menores y los números menores 
miden a los que guardan la misma razón que ellos el mismo 
número de veces, el antecedente al antecedente y el conse
cuente al consecuente [VII, 20]; entonces a mide a b como 
el antecedente al antecedente. Pero también se mide a sí 
mismo; entonces a mide a a, b, que son primos entre si; lo 
cual es absurdo.

Por consiguiente, b no será a i como a a B. Q. E. D.

120 Esta proposición permite establecer de manera relativamente sen
cilla la imposibilidad de dividir un segmento en extrema y media razón 
racionales, operación que se expresa mediante la ecuación: a2 + ab = b2 
(siendo a y b enteros). Su última parte se puede relacionar con un proble
ma que aparece ya en las tablillas babilonias: hallar un rectángulo de lados 
racionales, dada la razón entre su área y el cuadrado de la diagonal.
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Proposición 17

Si tantos números como se quiera son continuamente 
proporcionales y  sus extremos son primos entre sí, como el 
primero es al segundo, el último no será a ningún otro.

Sean a , b , r, a tantos números como se quiera continua
mente proporcionales y  sean sus extremos, A, A, primos en
tre sí.

Digo que como a es a B, así a a  ningún otro.
Pues, si fuera posible, sea A a E como a  a B; entonces, 

por alternancia, como a  es a a, B es a e  [VIII, 13]. Pero A, a

a .--------------------1 b  i------------------------------* r '----------------------------- 1

A>-------------------■ El-----------------------------1

son primos, y los primos son también los menores [VII, 21 ], 
y los números menores miden a los que guardan la misma 
razón el mismo número de veces, el antecedente al antece
dente y el consecuente al consecuente [VII, 20]. Entonces, a 
mide a b . Ahora bien, como a  es a b , así B a r .  Entonces, b 
mide también a r. De modo que a  mide también a r. Y dado 
que, como b es a r, r es a a y B mide a r, entonces r también 
mide a a . Pero a  medía a r; de modo que a  mide también a 
a . Pero se mide también a sí mismo. Entonces, a mide a a , 
a , que son primos entre sí; lo cual es imposible.

Por consiguiente, como a  es a b, a no será a ningún otro. 
Q. E. D.

LIBRO IX 223

Proposición 18

Dados dos números, investigar si es posible hallar un 
tercero proporcional.

Sean a , b los dos números dados y  sea lo requerido in
vestigar si es posible hallar un tercero proporcional a ellos.

Así pues, a , B o son primos entre sí, o no Ahora bien, si 
son primos entre sí, se ha demostrado que es imposible ha
llar un tercero proporcional a ellos [IX, 16]

A  i--------- --------- — --------— I A  I--------------1 1 *. 1 " ■ ' '------------

Pero ahora no sean a , b primos entre sí, y B, al multipli
carse por sí mismo, haga el (número) r; entonces a  o  mide a 
r o no lo mide. En primer lugar mídalo según a ; entonces a , 
al multiplicar a a , ha hecho el (número) r. Pero, en efecto, b , 
al multiplicarse por sí mismo, ha hecho también el número 
r; entonces el producto de a , a es igual al cuadrado de B. 
Así pues, como a  es a b , así b a a [VII, 19]. Por tanto, se ha 
hallado el número A tercero proporcional a A, B.

Pero ahora no mida a  a r.
Digo que es imposible hallar un número tercero propor

cional a a , b .

Pues, si fuera posible, hállese el número a (como tercero 
proporcional). Entonces el producto de a , a es igual al cua
drado de B. Pero el cuadrado de Bes r, luego el producto de 
a , a es igual a r. De modo que A, al multiplicar a A, ha
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hecho r. Por tanto, a mide a r según a. Pero se ha supuesto
que no lo mide; lo cual es absurdo.

Por consiguiente, no es posible hallar un número tercero
nroDorcional a a, b cuando a no mide a r. Q. E. D.

Proposición 19

Dados tres números, investigar cuándo es posible hallar 
un cuarto proporcional a ellos.

Sean A, B, i los tres números dados y sea lo requerido 
investigar cuándo es posible hallar un cuarto proporcional a

ellos.
a •—  ------ 1 Pues bien, o no son continua-

B _ _ _ _ _ _ _  mente proporcionales y sus ex
tremos son prirnos entre sí, o son 

r‘ ” ‘ continuamente proporcionales y
a i----- -— —-——i sus extremos no son primos entre

______________ _ sí, o ni son continuamente pro
porcionales ni sus extremos son 

primos entre sí, o son continuamente proporcionales y sus
extremos son primos entre si.

Si, en efecto, a, b, i son continuamente proporcionales y
sus extremos a , i son primos entre sí, se ha demostrado que 
es imposible hallar un número cuarto proporcional a ellos 
[IX, 17]. No sean ahora a, b, r continuamente proporciona
les, siendo sus extremos, a su vez, primos entre sí.

Digo que, en este caso, también es imposible hallar un
cuarto proporcional a ellos.

Pues, si fuera posible, hállese a, de modo que como a es 
a b, asi i a a. Y resulte que, como Bes a r , así a  a e, y dado
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que, como a es a B, r es a a, y como b es a r, a es a E, enton
ces, por igualdad, como a es a r, r es a e [VII, 14], Pero a, r 
son primos, y los primos son los menores [VII, 21] y los 
menores miden a los que guardan la misma razón, el ante
cedente al antecedente y el consecuente al consecuente [VII,
20]. Entonces, a mide a r  como antecedente a antecedente. 
Pero también se mide a sí mismo. Entonces, a mide a a, r, 
que son primos entre sí, lo cual es imposible. Así pues, no 
es posible hallar un cuarto proporcional a a, b, r.

Ahora sean a, b, r continuamente proporcionales pero 
no sean sus extremos primos entre sí.

Digo que es posible hallar un cuarto proporcional a 
ellos. Pues haga B, al multiplicar a r, el (número) a; enton
ces a o mide a a o no lo mide. En primer lugar mídalo se
gún e; entonces A, al multiplicar a E, ha hecho el (núme
ro) A.

Pero, en efecto, b, al multiplicar a r, ha hecho también 
el (número) a; entonces el producto de a, e es igual al pro
ducto de b, r. Luego, proporcionalmente, como a es a b, r 
es a E [VII, 19]; por tanto, se ha hallado el cuarto propor
cional e de a, b, r.

Pero ahora no mida A a a.
Digo que es imposible hallar un número cuarto propor

cional a A, b, r. Pues, si fuera posible, hállese e; entonces, el 
producto de A, e es igual al producto de b, r [VII, 19], Pero 
el producto de b, r es a; luego el producto de a, e es igual a 
a. Por tanto, a, al multiplicar a e, ha hecho el (número) a. 
Entonces a mide a a según e; de modo que A mide a a. Pero 
asimismo no lo mide; lo cual es absurdo. Así pues, no es 
posible hallar un número cuarto proporcional a A, b, r, 
cuando a no mide a a.

Pero ahora, ni sean a, b, r continuamente proporciona
les, ni sus extremos primos entre sí. Y haga B, al multiplicar

1 9 1 . - 1 5

L
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a r, el (número) a. De manera semejante se demostraría que, 
si a mide a a, es posible hallar un cuarto proporcional a 
ellos, pero, si no lo mide, es imposible. Q. E. D.121.

Proposición 20

Hay más números primos que cualquier cantidad pro
puesta de números primos.

Sean a , b , r  los números primos propuestos.
Digo que hay más números primos que A, b , r.
Pues tómese el número menor medido por A, B, r  y sea 

AE y añádase a ae la unidad EZ. Entonces ez o es primo o

A H

B

-̂<r

no. Sea p rim o  en prim er lugar; en tonces han sido  hallados 
los núm eros p rim os a , b , r .  e z , (que son ) m ás qu e  A, B, r.

121 Euclides p resen ta  cuatro  casos:
a ) a : b *  b : e ,  siendo a  y  c. prim os en tre  si.
b ) a  : b :: b c, no  siendo a y  c p rim os entre  sí.
c ) a : b » b : c, no siendo a  y e  prim os en tre  si.
d ) a : b :: b : c, siendo a y  c prim os entre sí.
La prueba del «caso  a »  que  se p resenta en  s e g u n d o  lug ar en es ta  pro

posic ión  es incorrec ta  (cf. Hf.ath, ed. cít., pág. 411, e Itard, ed. cit., 

pág 1X5).
En todo caso  y en el presente contexto  de la razón aritm ética euctidea, 

la condición suficiente para que se pueda hallar un cuarto  proporcional a 

\. ti. t es que \  m ida a n. i
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Pero ahora no sea primo e z ; entonces es medido por al
gún número primo [VII, 31]: sea medido por el número pri
mo H.

Digo que H no es el mismo que ninguno de los números 
a, b, r. Pues, si fuera posible, séalo. Pero a, b, r miden a ae; 
entonces H medirá también a ae. Pero mide asimismo a ez; 
y H, siendo un número, medirá también a la unidad restante 
az; lo cual es absurdo. Luego H no es el mismo que ninguno 
de los (números) a, b, r. Y se ha supuesto que es primo. Por 
consiguiente, han sido hallados más números primos que la 
cantidad propuesta de los (números) a, b, r. Q. E. D.I22.

Proposición 21

Si se suman tantos números pares como se quiera, el 
total es par.

Súmense pues ab, Br, ta, ae, tantos números pares como 
se quiera.

Digo que el total ae es par.
Pues como cada uno de los (números) ab, Br, ta, ae es 

par, tiene una mitad [VII, Def. 6]; de modo que también el

a  b  r  a  E

total ae tiene una mitad. Pero un número par es el que se 
divide en dos partes iguales [VII, Def. 6].

122 Esta p roposición  tiene gran  interés, pues establece que  el conjunto 
de núm eros prim os es infinito
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Por consiguiente, ah es par. Q. E. D.I23.

Proposición 22

Si se suman tantos números impares como se quiera y  
su cantidad es par, el total será par.

Súmense, pues, a b , bi\  ta, a e , tantos números impares 
como se quiera, en cantidad par.

Digo que el total AE es par.
Pues, como cada uno de los (números) a b , Br, ta, ae es 

impar, si se quita una unidad de cada uno, cada uno de los

A B r  A E ̂ ' " *   4   ; ' ' ■ -»  .............. —«

restantes será par [VII, Def. 7]; de modo que también la 
suma de ellos será par [IX, 21], Pero también la cantidad de 
unidades es par.

Por consiguiente, el total a e  es par. Q. E. D.

123 Esta proposición y las siguientes parecen recoger la teoría pitagóri
ca del par/impar. Las pruebas suponen tácitamente algunas propiedades de 
la adición, como la conmutatividad o la asociatividad. El venerable legado 
pitagórico ha sido reconstruido sobre la base de ias conjeturas avanzadas 
por O. Becker: «Die lehre vom Geraden und Ungeraden ¡m neunten Buch 
der euklidischen Elemente», Quellen und Studien zur Geschichte der 
Mathem., Astron. u. Physik, Abt. B 3 (1936), 533-553. Puede verse un pa
norama de los resultados y problemas inherentes a su reconstrucción en 
W. R. K norr, The Evolution o f Euclidean Elements, Dordrecht/Boston, 
1975, págs. 131-169 en particular, y «Problems in the interpretation of 
Greek number theory», Studies in History and Philosophy o f Science 7 
(1976), 353-368.
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P ro po sic ió n  23

Si se suman tantos números impares como se quiera y  
su cantidad es impar, también el total será impar.

Súmense, pues, a b , B r, t a , tantos números impares 
como se quiera cuya cantidad sea impar.

a b r  A E

Digo que también el total a a  será impar.
Quitese de ta la unidad a e ; entonces el resto TE es par 

[VII, Def. 7). Pero también ta es par [IX, 22]. Ahora bien, 
ae es una unidad.

Por consiguiente, a a  es impar [VII, Def. 7 ] , Q. E. D.

P r o po sic ió n  24

Si de un número par se quita un número par, el resto 
será par.

Quítese, pues, del (número) par a b  el (número) par Br. 

Digo que el resto t a  es par. A r  b

Pues como a b  es par, tiene una ‘ : ~ '
mitad [VII, Def. 6]; por lo mismo,
B r t ie n e  t a m b ié n  u n a  m ita d ;  d e  m o d o  q u e  e l  r e s to  rA  [ t ie n e  
ta m b ié n  u n a  m ita d .

Por consiguiente], A r es par. Q. E. D.
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Proposición 25

Si de un número par se quita un número impar, el resto 
será impar.

Quítese, pues, del número par AB el (número) impar Br. 
Digo que el resto ta  es impar.
Quítese, pues, de Br la unidad ra ; entonces ab es par
,________  , [Vil, Def. 7], Pero ta m b ié n  a b  es
A r a b p^. ^  pUeS) ei resto aa es par

[IX, 24]. Ahora bien, ra es una unidad.
Por consiguiente, ta  es impar [VII, Def. 7], Q. E. D.

Proposición 26

Si de un número impar se quita un número impar, el 
resto será par.

Quítese, pues, del número impar a b  el número impar Br. 
Digo que el resto ta es par.
________  _ Pues como a b  es impar, quítese la

a r  a b unidad b a ; entonces el resto aa  es
par [VII, Def. 7],

Por lo mismo, ra también es par [VII, Def. 7]; de modo 
que también el resto ta  es par [IX, 24]. Q. E. D.
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Proposición 27

Si de un número impar se quita un número par, el resto 
será impar.

Quítese, pues, del (número) impar ab el (número) par 
Br.

I
i1

Digo que el resto ta es impar.
Pues quítese la unidad aa ; entonces AB es par [VII, Def. „

a  a  r  B

7], Pero Br también es par; entonces el resto también es par 
[IX, 24],

Por consiguiente, ta es impar. Q. E. D.

Proposición 28 í
Si un número impar, al multiplicar a un número par, 

hace algún (número), el producto será par.

Haga pues el (número) impar A, al multiplicar al (núme- |  
ro) par b, el (número) r.

Digo que r es par.
Pues como A, al multiplicar a 1----------------- '■ f

b, ha hecho el (número) r, enton- ,________________,r L
ces r se compone de tantos (nú
meros) iguales a b como unidades hay en A [VII, Def. 16]. I" 
Ahora bien, b es par; entonces r se compone de (números) LII
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pares. Pero, si se suman tantos números pares como se 
quiera, el total es par [IX, 21].

Por consiguiente, r es par. Q. E. D.

Proposición 29

Si un número impar, al multiplicar a un número impar, 
hace algún (número), el producto será impar.

Haga pues el número impar a , al multiplicar al impar B, 
el (número) r.

Digo que r es impar.
'-------- 'A Pues como A al multiplicar a b

_________ ,B ha hecho r, entonces r se compone
de tan tos (núm eros) iguales a B 
com o unidades hay  en  a  [VII, Def.
16].

Ahora bien, cada uno de los (números) a , b  es impar; 
por tanto, r se compone de números impares cuya cantidad 
es impar, de modo que r es impar [IX, 23]. Q. E. D.

Proposición 30

Si un número impar mide a un número par, también 
medirá a su mitad.

Mida, pues, el número impar a  al número par b .
Digo que también medirá a su mitad.
Pues como a  mide a b , mídalo según r.
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Digo que r no es impar 
Pues, si fuera posible, séalo.
Y, dado que a  mide a B según r, en

tonces a, al multiplicar a r, ha hecho b.
Luego B se compone de números impares a 
cuya cantidad es impar. Por tanto, B es 
impar [IX, 23]; pero se ha supuesto que es 
par. Entonces r no es impar; luego r es par.
De modo que A mide a b un número par de j i
veces. Por eso, también medirá a su mitad. Q. E. D.

Proposición 3 1

Si un número impar es primo con respecto a algún nú
mero, también será primo con respecto al doble.

Pues sea el número impar a  primo con respecto al nú
mero b y sea r  el doble de b.

Digo que a es primo con res- --------*a
pectoar. _________ ,B

Pues, si no son primos, un nú
mero los medirá. Mídalos y sea a. ' r
Ahora bien, a es impar; entonces a -------------
también es impar. Y como a sien
do impar mide a r, y r es par, entonces medirá también a la 
mitad de r [IX, 30], Pero la mitad de r es b. Entonces a 
mide también a b. Pero también mide a a . Entonces a mide 
a a, b, que son primos entre sí; lo cual es imposible. Por 
tanto, no es el caso de que a no sea primo con respecto a r. 
Por consiguiente, a, r son primos entre sí. Q. E. D.
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Proposición 32

Cada uno de los números duplicados (sucesivamente) a 
partir de una diada es sólo parmente par.

Sean b, r, a  tantos números como se quiera resultado de 
duplicar (sucesivamente) la diada a .

Digo que B, r, a son sólo parmente pares.
En efecto, está claro que cada uno de los (números) B, r, 

a  son parmente pares: porque han sido duplicados a partir 
de una diada.

Digo también que sólo (son parmente pares).
Póngase pues una unidad. Así pues, dado que tantos nú

meros como se quiera a partir de una unidad son continua-

s

mente proporcionales y a , el siguiente a la unidad, es primo, 
entonces a, el mayor de los (números) a , b , r, a, no es medi
do por ninguno fuera de A, B, r [IX, 13]. Ahora bien, cada 
uno de los (números) A, B, r  es par; entonces a es sólo par
mente par [VII, Def. 8]. De manera semejante demostraría
mos que cada uno de los números B, r sólo es parmente par. 
Q. E. D.
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Proposición 33

Si un número tiene su mitad impar es sólo parmente 
impar.

Pues tenga el número a su mitad impar.
Digo que A es sólo parmente impar.
En efecto, está claro que es parmente impar: porque, 

siendo su mitad impar, lo mide un 
número par de veces [VII, Def. 9]. ' * '

Digo además que es sólo (par
mente impar).

Porque si a es también parmente par, será medido por 
un número par según un número par [VII, Def. 8]; de modo 
que también su mitad será medida por un número par siendo 
impar; lo cual es absurdo.

Por consiguiente, a es sólo parmente impar. Q. E. D.

Proposición 34

Si un número no es uno de los duplicados (sucesiva
mente) a partir de una diada, ni tiene su mitad impar, es 
parmente par y  parmente impar.

Pues no sea el número a uno de los duplicados a partir 
de una diada ni tenga su mitad impar.

Digo que a es parmente par y parmente impar.
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En efecto, está claro que a es parmente par: porque no 
tiene su mitad impar [VII, Def. 8],

Digo además que también es parmente impar.
Pues, si dividimos a en dos partes 

A iguales y también su mitad en dos partes
iguales y hacemos eso sucesivamente, llegaremos a un 
número impar que medirá a a según un número par.

Porque, si no, llegaremos a una diada y a será uno de 
los duplicados a partir de una diada; lo cual precisamente se 
ha supuesto que no. De modo que a es parmente impar. 
Pero se ha demostrado que también es parmente par.

Por consiguiente, a es parmente par y parmente impar. 
Q. E. D .124.

Proposición 35

Si tantos números como se quiera son continuamente 
proporcionales, y  se quitan del segundo y  del último (nú
meros) iguales al primero, entonces, como el exceso del 
segundo es al primero, así el exceso del último será a todos 
los anteriores a él.

Sean A, Br, a , e z  tantos números como se quiera conti
nuamente proporcionales empezando por el menor a , y quí
tense de Br y  de e z  los (números) b h , z e  iguales respec
tivamente a a .

Digo que como Hr es a a , así e q  a a , Br, a .

Pues háganse z k  igual a Br y z a  igual a a . Y como z k  es 
igual a Br y  su parte ze es igual a b h , entonces el resto etc

es igual al resto nr. Ahora bien, dado que como ez  es a a , 
así a a Br y Br a a, y a es igual a za, mientras que Br es

A ►-  —.... ...................... .

b h  r

E A K 0  i

igual a z k  y  a  a ze , entonces, como e z  es a z a , así a z  a z k  
y  z k  a ze. Por separación, como e a  es a a z , así a k  a z k  y  
Ke a z e  [VII, 11, 13], Entonces también, como uno de los 
antecedentes es a uno de los consecuentes, así todos los 
antecedentes a todos los consecuentes [VII, 12); por tanto, 
como Ke es a ze , así e a , a k , Ke a a z , z k , ez . Pero Ke es 
igual a ra, mientras que z e  es igual a a , y  a z , z k , e z  a a , 
Br, a . Luego como n t  es a a , así Ee a a , Br, a .

Por consiguiente, como el exceso del segundo es al 
primero, así el exceso del último a todos los anteriores a él. 
Q. E. D .125.

Proposición 36

Si tantos números como se quiera a partir de una uni
dad se disponen en proporción duplicada hasta que su

125 Ésta es probablemente la más interesante de las proposiciones arit
méticas, puesto que ofrece un método para sumar cualquier serie de térmi
nos en progresión geométrica. La proposición prueba que:

("«+/ ~ a i)  ■ ( a ,  + a2 + ...+ a „ ):: ( a¡  -  a , ) : a ,
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(suma) total resulte (un número) primo, y  el total multipli
cado por el último produce algún número, el producto será 
(un número) perfecto.

Pues dispónganse tantos números como se quiera, A, B, 
r. A, a partir de una unidad en proporción duplicada hasta 
que su (suma) total resulte (un número) primo, y sea E igual 
al total, y E, al multiplicar a a , haga zh.

Digo que zh es un (número) per- 
'A ’ B fecto.
-i~ — -’r Pues cuantos números son en can-

.v- " : tidad a, B, r, A, tómense tantos nú
meros E, etc, a, M en proporción du

plicada a partir de e; entonces, por igualdad, como a es a a, 
asi e a m [VII, 14] Así pues, el producto de E, A es igual al 
(producto) de A, M [VII, 19]. Ahora bien, el producto de E, a 
es zh; entonces el (producto) de a, m es también zh. Luego 
a, al multiplicar a m, ha hecho zh; por tanto, M mide a zh 
según las unidades de a. Pero a es una diada; luego ZH es el 
doble de M. Pero M, a, bk, e son sucesivamente el doble uno 
de otro; entonces t , bk, a, m, zh son continuamente 
proporcionales en proporción duplicada.

Ahora, del segundo ok y del último zh quítense bn, zh 
respectivamente iguales a e . Entonces, como el exceso del 
segundo número es al primero, así es el exceso del último a 
todos los anteriores a él |IX, 35] Así pues, como NK es a F„
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así s h  a M, a , K6, e . Y nk  es igual a e ; entonces hh también 
es igual a m , a , q k , e . Pero zh también es igual a e , y  e  a a , 
b , r ,  a y  la unidad. Asi pues, el total z h  también es igual a 
los (números) E, 8K, a , m y a los (números) a , b , r ,  a y  la 
unidad; y es medido por ellos.

Digo que zh  no será medido por ningún otro fuera de a , 
b , r , a, e , etc, a , m  y  la unidad. Pues, de ser posible, mida un 
número o  a ZH, y no sea o  el mismo que ninguno de los nú
meros A, B, r , A, E, etc, a , M. Y cuantas veces o  mida a ZH, 
tantas unidades haya en n; entonces n, al multiplicar a o, ha 
hecho ZH. Pero, en efecto, E, al multiplicar a a, ha hecho 
también z h ; entonces, como e  es a n, o  es a a [VII, 19]. Y 
puesto que a , b , r , a son continuamente proporcionales a 
partir de una unidad, entonces a no será medido por ningún 
otro fuera de a , b , r [IX, 13]. Ahora bien, se ha supuesto 
que o  no es el mismo que ninguno de los (números) a , b, r; 
por tanto, o  no medirá a A. Pero, como o es a A, E es a n; 
entonces E tampoco mide a n [VII, Def. 21], Y E es primo. 
Pero todo número primo es primo con respecto a todo aquel 
al que no mide [VII, 29], Así pues, E, n son primos entre sí. 
Pero los primos son también los menores [VII, 21] y los 
menores miden a los que guardan la misma razón que ellos 
el mismo número de veces, el antecedente al antecedente y 
el consecuente al consecuente [VII, 20]; ahora bien, como e 
es a ri, o  es a a ; entonces, e  mide a o  el mismo número de 
veces que n a a . Pero a no es medido por ningún otro fuera 
de a , b, i ; luego n es el mismo que uno de los (números) a , 
B, r. Sea el mismo que b y cuantos son B, r, a en cantidad 
tómense tantos E, etc, a a partir de E. Ahora bien, E, etc, a 
guardan la misma razón que B, i , a ; entonces, por igualdad, 
como B es a a, E es a a [VII, 14], Luego el (producto) de 
B, a es igual al (producto) de a, e  [VII, 19]; pero el (pro
ducto) de a , E es igual al (producto) de ti, o ; entonces el
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(producto) de n, o  es igual al (producto) de b, a. Luego 
como n es a B, a es a o  [Vil, 19], Pero n es el mismo que b; 
entonces a es el mismo que o; lo cual es imposible, porque 
se ha supuesto que o  no era el mismo que ninguno de los 
(números) puestos, luego ningún número medirá a zh fuera 
de A, B, r, A, E, 0K, A, M y la unidad. Y se ha demostrado 
que ZH es igual a a, b, r, a, e, 9K, m y la unidad. Pero un 
número perfecto es el que es igual a sus propias partes [VII, 
Def. 23],

Por consiguiente, ZH es un (número) perfecto. Q. E. 
D .I26.

126 Si la suma de un número cualquiera de términos de una serie 
1 ,2 ,22, . . . , 2 n l es un número primo y se multiplica por el último tér
mino, el producto será un número perfecto.

Teón de Esmima y Nicómaco defínen el número perfecto y dan la ley 
para su formación. Por otra parte, Euclides y Teón de Esmima sólo men
cionan los dos primeros números perfectos: 2(22 — 1) = 6 y 22(2J— I) = 28; 
Nicómaco explícita los dos siguientes: 24(25—1) = 496 y 26(27-1 ) = 8.128; 
el quinto fue calculado por Jámblico: 2I2(213— I) = 33.550.336 (se halla en 
el ms. Latino Monac. 14.908). Los siguientes se fueron determinando mu
cho más tarde, a partir del siglo xvi.
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NOTA DE LA TRADUCTORA

Esta entrega de los libros X-X1II completa la traducción de 
los Elementos de Euclides. Mantengo naturalmente el texto 
griego de referencia y las convenciones que he empleado en 
las entregas anteriores — véase la nota inicial sobre la traduc
ción de los libros I-IV (Madrid: Gredos [B.C.G. 155], 1991) y 
V-IX (Madrid: Gredos [B.C.G. 191], 1994).

En el presente caso, el libro X ha seguido siendo la «cruz» 
de los Elementos y, desde luego, una cruz para la traductora. 
Por fortuna, durante los primeros meses de 1993 pude contar 
con la paz, las facilidades y los incentivos de Cambridge para 
dar forma a un primer borrador de la traducción de este libro. 
Entre esas facilidades e incentivos quiero destacar especial
mente la generosidad de Geoffrey Lloyd quien, además, me 
brindó la oportunidad de hablar de algunos aspectos del libro 
con los profesores Ian Mueller y David H. Fowler en sus visi
tas a Cambridge. Una consecuencia ha sido mi opción por tra
ducir el término crucial álogon no en la versión tradicional de 
«irracional», sino en otra versión más contextualizada y explí
cita, como «no racionalmente expresable», alternativa que no 
deja de tener repercusiones sobre la interpretación del propósi
to y del sentido de este espinoso libro X en el marco del trata
do. También me parece justo recordar que sin el estímulo y la 
asistencia de Luis Vega a lo largo de las sucesivas versiones y
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correcciones que han ido conformando esta traducción de los 
Elementos y sin sus contribuciones a las notas, la suerte de la 
empresa habría sido mucho más aventurada. Espero, cuando 
menos, que la presente edición venga a cumplir el compromiso 
pendiente en nuestra lengua con esta obra clásica desde la ya 
lejana traducción inaugural de Rodrigo Zamorano (1576).



LIBRO DÉCIMO

DEFINICIONES

1. Se llaman magnitudes conmensurables aquellas que se mi
den con la misma medida, e inconmensurables aquellas 
de las que no es posible que haya una medida común.

2. Las líneas rectas son conmensurables en cuadrado cuando
sus cuadrados se miden con la misma área, e inconmen
surables cuando no es posible que sus cuadrados tengan 
un área como medida común 1.

1 Traduzco por «conmensurables en cuadrado» la expresión dynámei 
symmetroi. El término dynamis corre la misma suerte que otras muchas ex
presiones matemáticas griegas: además de la riqueza de sentidos con que 
cuenta en el uso ordinario, adquiere diversos significados específicos eit dis
tintos contextos especializados. Su sentido característico en matemáticas sue
le ser el que corresponde a la operación o resultado de elevar a la segunda 
potencia, al cuadrado. Este sentido, cuyo paradigma es el cuadrado construi
do sobre una recta dada, es el pertinente en los Elementos. Cuando aquí se 
habla de magnitudes conmensurables en cuadrado, las razones consideradas 
median no entre las magnitudes nombradas sino entre las magnitudes que se 
derivan de ellas por esa operación. Para comparar, e. g., dos líneas «en cua
drado», Euclides considera las razones de los cuadrados construidos sobre las 
líneas en cuestión.

Por otro lado, según hará notar un porísma de la proposición X, 9 (infra), 
todas las rectas conmensurables en longitud (mékei) son conmensurables en
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3. Dados estos supuestos, se demuestra que hay un número 
infinito de rectas respectivamente conmensurables e in
conmensurables, unas sólo en longitud y otras también 
en cuadrado con una recta determinada. Llámese enton
ces racionalmente expresable la recta determinada; y las 
conmensurables con ella, bien en longitud y en cuadra
do, bien sólo en cuadrado, racionalmente expresables y 
las inconmensurables con ella llámense no racionalmen
te expresables2. (I)

cuadrado; pero no todas las rectas conmensurables en cuadrado, lo son en lon
gitud. Para señalar este segundo caso. Euclides emplea la expresión «conmen
surables sólo en cuadrado (symmetroi dynámei mórton)». Resultan, en suma, 
estas relaciones: si las magnitudes consideradas (unas rectas dadas) son con
mensurables en longitud, también lo son en cuadrado; por tanto, si son incon
mensurables en cuadrado, también lo son en longitud; ahora bien, no valen las 
respectivas conversas, de modo que pueden ser conmensurables en cuadrado, 
pero no en longitud, y por ende inconmensurables en longitud, pero no en cua
drado.

- Las expresiones «racionalmente expresable» y «no racionalmente expre
sable» traducen respectivamente rhetós y álogos. Una versión más literal 
como «expresable (rhetós)» y «sin razón (álogos)» no trasluce el papel de es
tos términos como antónimos en el presente contexto matemático. Por ende 
parece más indicada una versión del tenor de «con razón expresable» / «sin ra
zón expresable»; las expresiones aquí empleadas son una variante preferible 
por motivos simplemente estilísticos. Con todo, esta versión es un tanto insóli
ta y desafía los usos y costumbres vigentes en la tradición que los vierte por 
«racional» e «irracional», sin más. Mi versión responde a estos motivos:
(I) Trato de evitar las connotaciones habituales en nuestro par «racional / irra
cional». que llevan a pensar en números y a dar. subrepticiamente, un sesgo 
aritmético al libro X. (2) A esta indebida aritmetización se añade la circunstan
cia de que «racionalmente expresable (rhetós)» cobra en Euclides un sentido 
más amplio que nuestro «racional» y. por correspondencia, el sentido de «no 
racionalmente expresable (álogos)» deviene más restringido que «irracional»; 
sólo carecen de razón expresable las rectas que resultan inconmensurables 
tanto en longitud como en cuadrado con una recta designada —implícitamen
te |*>r lo regular— como referencia o parámetro de «expresabilidad racional».
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4. Y el cuadrado de la recta determinada (llámese) racional
mente expresable, y los cuadrados conmensurables con 
éste racionalmente expresables; pero los inconmensura
bles con él llámense no racionalmente expresables; y las 3

(3) Aunque no han faltado intentos de reducir el complejo libro X a un lengua
je algebraico más familiar, la interpretación más congruente con el plantea
miento de los Elementos es la que mantiene su carácter irreduciblemente geo
métrico. Así que tampoco por esta vía reductiva parece aconsejable la versión 
tradicional: «racional», «irracional». Sólo cabría, en suma, servirse de estos 
términos como de una especie de abreviaturas dentro del marco de los supues
tos (l)-(3) y sin perder de vista que la matemática griega clásica carece de 
nuestro concepto de número real, de modo que no comparte nuestro contexto 
habitual de uso de los términos «racional» e «irracional» en matemáticas.

Este punto guarda relación con el problema general de la interpretación 
del libro X, que arrastra desde Simón Stevin (1585) el apelativo de «cruz de 
los matemáticos» —sobre el sentido que puede tener aún esta denominación, 
cf. «Introducción general» en el primer tomo, Elementos. Libros l-IV, págs. 
88-89—. Dada la complicada y oscura organización del libro, no faltan pro
puestas sobre su motivación y su sentido. Por ejemplo, según B. L. v a n  d e r  

W a e r d e n  (Science Awakening, Nueva York, 1963, edic. rev.), el libro responde 
al problema de determinar cuándo la raíz de ciertas líneas irracionales es un 
irracional del mismo tipo (págs. 168-172), y sigue una línea puramente alge
braica de pensamiento (pág. 178). Según I. Mueller (Philosophy of Mathema- 
tics..., op. cit. en la «Introducción general», pág. 184), el libro carece de una 
motivación intuitiva clara y parece dedicado a elaborar una clasificación de lí
neas irracionales en respuesta al problema de la construcción del icosaedro en 
XIII, 16. C. M. T a i s b a k  (Coloured Quadrangles. citado en «Introducción gene
ral», nota 27, págs. 88-89), el libro X se centra en el estudio de las relaciones 
entre los lados y diagonales del decágono, el hexágono y el pentágono regula
res con el diámetro del círculo circunscrito, conforme a un determinado patrón 
de conmensurabilidad/inconmensurabilidad. Esta interpretación es sostenida 
por D. H. Fowler (The Mathematics of Plato ’s Academy, cit. íbidem; «An Invi- 
tation to Read Book X of Euclid’s Elements», Historia Mathematica 19 (1992), 
233-264). En una línea similar se mueve la interpretación de W. R. K n o r r  («La 
croix des mathématiciens...», cit. íbidem). aunque tiende a marcar el acento 
sobre el caso del pentágono regular. En todo caso, creo que la lectura geométri
ca en la que convienen Taisbak. Fowler y Knorr es la que mejor cuadra con el
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rectas que los producen (llámense) no racionalmente ex
presares, a saber, si fueran cuadrados, los propios lados 
y si fueran otras figuras rectilíneas, aquellas (rectas) que 
construyan cuadrados iguales a ellos* 3.

Proposición 1

Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor 
una (magnitud) mayor que su mitad y, de la que queda, una 
magnitud mayor que su mitad y así sucesivamente, quedará 
una magnitud que será menor que la magnitud menor dada.

Sean a b , r dos magnitudes desiguales de las cuales AB es 
la mayor.

Digo que, si se quita de AB una (magnitud) mayor que su 
mitad y de la (magnitud) restante, una (magnitud) mayor que

su mitad, y así sucesiva
mente, quedará una mag
nitud que será menor que 
la magnitud r.

Pues r multiplicada 
será alguna vez mayor que AB [V Def. 4], Multipliqúese y sea 
AE un múltiplo de r mayor que AB; divídase ae en AZ, z h , he

planteamiento del libro y con su lugar de encrucijada en los Elementos. Por lo 
demás, en los trabajos citados hay cuadros y esquemas de las diversas clasifi
caciones de rectas con o sin razón expresable, que resumen los resultados del 
libro y que no puedo recoger aquí.

3 Un área resulta «racionalmente expresable» o «no racionalmente expre
sable» según sea conmensurable o no con el cuadrado de una recta predeter
minada como expresable. La misma condición se extiende bien a sus lados, si 
el área en cuestión es un cuadrado, o bien a los lados de un cuadrado de área 
igual, si se trata de otra figura.

k e r
A  l--------- 1------------- 1-----------------------1 B  l---------------- -I

Z H
A I----------- 1----------- 1----------- 1 E
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iguales a I , y de AB quítese BB mayor que su mitad, y de AB 
(quítese) 0K mayor que su mitad, y así sucesivamente hasta 
que las divisiones de AB lleguen a ser iguales en número a las 
divisiones de AE.

Sean, pues, AK, K8, 6B divisiones que son iguales en nú
mero a las (divisiones) AZ, ZH, HE; ahora bien, dado que AE es 
mayor que AB y que de AE se ha quitado la (magnitud) EH me
nor que su mitad y de ab la (magnitud) B0 mayor que su mi
tad, entonces la magnitud restante h a  es mayor que la (magni
tud) restante 0A. Y dado que h a  es mayor que ©A y se ha 
quitado de HA su mitad HZ y de 0A una (magnitud) ©K mayor 
que su mitad, entonces la (magnitud) restante AZ es mayor que 
la (magnitud) restante AK. Pero AZes igual a É; luego es mayor 
que AK. Por tanto, AK es menor que r.

Por consiguiente, de la magnitud AB queda la magnitud AK 
que es menor que la magnitud dada r . Q. H. D De manera seme
jante demostraríamos que (esto ocurre) también si se quita la 
mitad 4.

Vierto hai dynámenai como «las rectas que los producen». Dynaméné 
suele traducirse por «raíz cuadrada», pero esta versión incurre en el sesgo 
aritmético ya denunciado. Así que prefiero mantener la referencia al lado 
(base) del cuadrado producido. Sobre la expresión tetrágono anagráphousai 
(«rectas que construyen cuadrados»), cf. nota 61 del libro I en Elementos. Li
bros 1-JV, pág. 259.

4 Este teorema reviste especial importancia aunque apenas preste servicio 
hasta las proposiciones del libro XII que emplean el llamado «método de ex- 
hausción». Su situación aquí puede justificarse como paso previo a X, 2, don
de se muestra el procedimiento para determinar si dos magnitudes son con
mensurables o inconmensurables. El relieve de X, I descansa en su papel 
como principio básico del método ya mencionado de «exhausción». Se aseme
ja a la quinta asunción de Arquímedes en Sobre lo esfera y el cilindro y re
cuerda así mismo un lema del propio Arquímedes en La cuadratura de la pa
rábola. Reza el lema: «El exceso de la mayor de dos áreas desiguales sobre la 
menor (es una magnitud que) puede sobrepasar, si es añadida a sí misma
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P ro po sició n  2
<9

Si al restar continua y sucesivamente la menor de la mayor 
de dos magnitudes desiguales, la restante nunca mide a la an
terior, las magnitudes serán inconmensurables.

Habiendo, pues, dos magnitudes desiguales AB, TA y (sien
do) AB la menor, al restar sucesivamente la menor de la mayor, 
no mida nunca la (magnitud) restante a la anterior a eila.

E  H
I------------------- 1 A  l---------1------------------ •-------------------1 B

Z
r  I---------- 1---------------- :--------- 4------ -----------------------1 A

(cuantas veces se requiera), cualquier área finita dada». Y a renglón seguido 
dice Arquímedes que los geómetras anteriores no dejaron de apelar a este 
lema, pues fue a través de él como establecieron que los círculos guardan en
tre si la razón de los cuadrados de sus diámetros (XII 2), las esferas guardan 
entre sf la raz.ón de los cubos de sus diámetros (XII 18), toda pirámide es equi
valente a la tercera parte de un prisma con la misma base y altura (XII 7) y 
todo cono es equivalente a la tercera parte de un cilindro con la misma base 
y altura (XII 10) —cf. La cuadratura de la parábola, prefacio a Dositeo, edic. 
Ch. Mic.itr, París, 1971; i. II, 165.6-18—. Esa referencia al uso anterior del 
lema halla confirmación en algunas alusiones de A r i s t ó t e l e s  en análogo sen
tido (Física. 266b2. 207610). Todo ello apunta a Eudoxo: es probable que 
un supuesto similar a X 1 ya hubiera obrado en algunos de esos resultados de 
Eudoxo recogidos por Euclides en el libro XII. Pero un supuesto similar no es 
el mismo supuesto. La asunción y el lema de Arquímedes, a quien suele supo
nerse más respetuoso con Eudoxo que con el propio Euclides, hacen referen
cia a la adición, mientras que Euclides se atiene a la sustracción, en la pers
pectiva del algoritmo antifairético de sustracción recíproca, y prefiere operar 
—al menos en principio— en términos de bisecciones. Sobre este algoritmo 
recuérdense las proposiciones 2, 3 del libro VIII.
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Digo que las magnitudes AB, ta son inconmensurables.
Pues, si son conmensurables, alguna magnitud las medirá. 

Mídalas (una magnitud), si es posible, y sea E; y AB, al medir a 
ZA, deje la magnitud rz menor que ella, y rz, al medir a BH, 
deje AH menor que ella, y repítase así sucesivamente hasta que 
quede una magnitud que sea menor que E. Sea así y quede AH 
menor que E. Así pues, como E mide a AB y AB mide a AZ, en
tonces E también medirá a ZA. Pero mide también a la magni
tud entera Ta; luego medirá también a la magnitud restante rz. 
Ahora bien, rz mide a BH; entonces E también mide a BH. Pero 
mide también a la (magnitud) entera AB; así que medirá tam
bién a la (magnitud) restante AH, la mayor a la menor; lo cual 
es imposible. Luego ninguna magnitud medirá a las magnitu
des AB, TA; por tanto, las magnitudes AB, TA son inconmensu
rables [X Def. 1],

Por consiguiente, si de dos magnitudes desiguales..., etc.5.

P ro po sición  3

Dadas dos magnitudes conmensurables, hallar su medida 
común máxima.

5 X 2 muestra uno de los usos más metódicos —digamos— que operati
vos del procedimiento antifairético, i. e„ su uso como criterio de conmensura- 
bilidad/inconmensurablidad. Conforme a este criterio, dos magnitudes son 
conmensurables si y sólo si cabe determinar efectivamente, por el procedi
miento antifairético, la existencia de medida común. Por ende, siempre que la 
serie de sustracciones recíprocas proceda indefinidamente sin llegar a un re
sultado efectivo, tendremos una señal de que las magnitudes en cuestión son 
inconmensurables. En otras palabras, la efectividad o la no efectividad del al
goritmo antifairético es una condición que determina respectivamente la con
mensurabilidad o la inconmensurabilidad.
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Sean AB, FA dos magnitudes dadas conmensurables, de las 
cuales AB sea la menor.

Así pues, hay que hallar la medida común máxima de AB, 

TA.
Pues bien, AB o mide a TA o no la mide. Si, en efecto, la 

mide y se mide también a sí misma, entonces AB es una medi
da común de AB, Ta; y está claro que también es la mayor. Por
que no medirá a AB ninguna magnitud mayor que AB.

H 2 - -
I--------- 1 A I-----I------ —+---------4----------1 B

E .............
r  i------r------1---------- -—  ------- ;------— — t—   ---------------- -— — --------- 1 a

Pero ahora no mida AB a ta y, al restar continua y sucesi
vamente la menor de la mayor, la (magnitud) restante medirá 
alguna vez a la anterior a ella, porque AB, Ta no son inconmen
surables [X 2]; y AB, al medir a EA, deje la (magnitud) E r me
nor que ella, y Er, al medir a ZB, deje la (magnitud) AZ menor 
que ella y mida AZ a TE.

Como, en efecto, AZ mide a TE, mientras que TE mide a ZB, 
entonces AZ medirá también a ZB. Pero también se mide a sí 
misma; luego AZ medirá también a la (magnitud) entera AB. 
Ahora bien, AB mide a AE; entonces AZ medirá también a EA. 
Pero mide también a TE; luego mide también a la (magnitud) 
entera TA; por tanto, AZ es una medida común de AB, FA.

Digo ahora que también es la mayor. Pues, si no, habrá una 
magnitud mayor que AZ que medirá a AB, TA. Sea H. Así pues, 
dado que H mide a AB, mientras que AB mide a EA, entonces H 
medirá a EA. Pero mide también a la (magnitud) entera TA; lue
go H medirá también a la (magnitud) restante TE. Pero TE mide 
a ZB; luego H medirá también a ZB. Pero también mide a la 
(magnitud) entera AB y medirá también a la (magnitud) restan-
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te AZ, la mayor a la menor; lo cual es imposible. Luego ningu
na magnitud mayor que AZ medirá a AB, Ta; por tanto AZ es la 
medida común máxima de AB, ta.

Por consiguiente, se ha hallado la medida común máxima, 
AZ, de las dos magnitudes dadas AB, ta. q  e . d .

Porisma:
A partir de esto queda claro que, si una magnitud mide a 

dos magnitudes, medirá también a su medida común máxima 6.

P ro po sición  4

Dadas tres magnitudes conmensurables, hallar su medida 
común máxima.

Sean A, B, r las tres magnitudes conmensurables dadas.
Así pues, hay que hallar la m edida com ún m áxim a de A,

B, r.
Tómese, pues, la medida común máxima de A, B y sea A [X

3], Pues bien, o A mide a r  o no la mide. En primer lugar, mí
dala. Así pues A mide a r, y mide 

a  i—r— r-1; ■ ——■— también a A, B, entonces A mide a
A, B, T; por tanto a es una m edida B i I r
común de A, B, r. Y está claro que

r i-----—------ -h  también la mayor, porque una mag-
a E z n ' lu^  m ayor que la  m agnitud  A no

i--------1 i— i i— —i m ide  a  A B.

No mida ahora a a r.

6 X 3 aplica a las magnitudes el procedimiento empleado en VII 2 para los 
números. Sobre la proyección histórica y las modernas aplicaciones de este al
goritmo euclídeo, cf. J. L. C h a b e r t  et atü. Histoire d'algorithmes, París, 1993; 
cap. 4, págs. 129-158.
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Digo en primer lugar que r, A son conmensurables.
Porque como A, B, r son conmensurables, las medirá algu

na magnitud que evidentemente medirá también a A, Bf de 
modo que la medida común máxima de A, B medirá también a 
A. Y mide también a T; de modo que la antedicha magnitud 
medirá también a A, la medida común máxima de A, B [X 3 
Por.], luego r, A son conmensurables.

Pues bien, tómese su medida común máxima y sea E [X 3). 
Así pues, dado que E mide a a, mientras que A mide a A, B, en
tonces E medirá también a A, B. Pero mide también a r. Luego 
E mide a A, B, r; por tanto E es una medida común de A, B, r.

Digo ahora que también la mayor.
Pues, si es posible, sea 7. una magnitud mayor que E y  mida 

a A. B, r. Ahora bien, puesto que 7. mide a A, B. I , entonces 
medirá también a a. B y a la medida común máxima de A, B [X 
3 Por.]. Pero la medida común máxima de A, B es A; entonces z 
mide a A. Pero mide también a r; luego Z mide a A. Y mide 
también a r. Por tanto Z mide a r. A; entonces Z medirá tam
bién a la medida común máxima de r, A [X 3 Por.]. Pero es E; 
luego Z medirá a E, la mayor a la menor; lo cual es imposible. 
Por tanto, ninguna (magnitud) mayor que la magnitud E mide a 
A, B, T; luego la medida común máxima de A, B, r es E, si A no 
mide a r, y si la mide, es la propia (magnitud) A.

Por consiguiente, se ha hallado la medida común máxima 
de las tres magnitudes conmensurables dadas.

Porisma:
A partir de esto queda claro que, si una magnitud mide a 

tres magnitudes, medirá también a su medida común máxima.
De manera semejante se hallará la medida común máxima 

de más magnitudes y se extenderá el porisma. Q. E. D .7.

7 Esta proposición, ai igual que ia anterior con VII 2. coincide literalmen
te con VII 3. sustituyendo número por magnitud.

P ro po sición  5

Las magnitudes conmensurables guardan entre sí la misma 
razón que un número guarda con un número.

Sean A, B magnitudes conmensurables.
Digo que A guarda con B la misma razón que un número 

con un número.
Pues, como A, B son conmensurables, alguna magnitud las 

medirá. Mídalas una magnitud y sea r. Y cuantas veces r mida

a  l» r
t— -t— *——t h— -r— i i— h

I------ I A

I-------1 E

a A, tantas unidades haya en A, y cuantas veces r  m ida a B. tan
tas unidades haya en E.

Así pues, dado que r mide a A según las unidades de A y la 
unidad mide a A según sus unidades, entonces la unidad mide 
al número A el mismo número de veces que la magnitud r a la 
(magnitud) A; luego, como r es a A, así la unidad es a A [VII 
Def. 20]; entonces, por inversión, como a es a r, así A a la uni
dad [V 7 Por.]. Como r mide a su vez a A según las unidades 
de E, mientras que la unidad mide también a E según sus uni
dades, entonces la unidad mide a E el mismo número de veces 
que r a B. Luego, como r es a B, así la unidad es al (número) E. 
Pero se ha demostrado que también como A es a r, A es a la 
unidad. Luego, por igualdad, como A es a B, así el número A es 
al (número) E [V 22],

Por consiguiente, las magnitudes conmensurables A, B
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g u a rd a n  e n tre  s í  la  m is m a  ra z ó n  q u e  e l  n ú m e ro  A c o n  e l n ú m e 

ro  E. Q. E. D. *.

P ro po sición  6

Si dos magnitudes guardan entre sí la razón que un núme
ro (guarda) con un número, las magnitudes serán conmensu
rables.

Guarden, pues, las dos magnitudes A, B entre s í  la razón 
que el número A (guarda) con el número E.

Digo que las magnitudes A, B son conmensurables.
Pues divídase a  en tantas (magnitudes) iguales como uni

dades hay en A, y sea r igual a una de ellas; y compóngase Z de 
tantas unidades iguales a r como unidades hay en E.

Así pues, dado que, cuantas unidades hay en a , tantas mag
nitudes iguales a r hay en A, entonces, la parte que la unidad es 
de A, la misma parte es también r de A; luego, como r  es a A, así 8

8 La prueba descansa, en parte, sobre la noción de proporción prevista 
para los números y en el supuesto tácito de que los términos que sean propor
cionales en el sentido de la def. 20 del libro VII, también lo serán en el sentido 
generalizado de la def. 5 del libro V. Euclides, después de dar dos caracteriza
ciones autónomas y separadas de la proporcionalidad, una para las magnitudes 
en el libro V y otra para los números en el libro VII, viene a suponer que las 
segundas pueden considerarse un caso particular de las primeras. De una rela
ción similar entre magnitudes y números ya se habla hecho eco A r i s t ó t e l e s  

(Analíticos Segundos, 74al7, 75b4-5). Pero esta correspondencia entre las 
magnitudes conmensurables y los números no deja de resultar ahora un tanto 
inesperada. Se ha llegado a decir que la falta de una correlación expresa entre 
unas y otros, antes del libro X, constituye probablemente la mayor laguna de 
los Elementos en cuestión de fundamentos (I. M u e l l e r ,  op. cil., pág. 138). 
S i m s o n ,  por su parte, procura establecer esa correspondencia a partir de una 
proposición C intercalada en el libro V (vid. edic. cit., págs. 122 y 313-314).
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la unidad es a A [Vil Def. 20]. Pero la unidad mide al número a; 
entonces también r mide a a . Ahora bien, dado que, como r es a

A
—t—-t-----1 I---- H

I—------- 1 A

i----— I. E
Z

I— l----- 1-------1

H

A, así la unidad es al (número) A, entonces, por inversión, como 
A es a r, así el número A es a la unidad [V 7 Por.]. Y puesto que, 
cuantas unidades hay en E, tantas hay a su vez en z  iguales a r, 
entonces como re sa Z , así la unidad es al (número) E [VII Def.
20], Pero se ha demostrado que también como a es a r, así a a la 
unidad; entonces, por igualdad, como A es a z, así a a E [V 22]; 
ahora bien, como A es a E, así A a B; entonces, como A es a B, así 
también a Z [V 11], Luego a guarda la misma razón con cada 
una de las (magnitudes) B, Z; por tanto, B es igual a Z [V 9], Pero 
r  mide a Z; luego mide también a B. Pero también a A; luego r  
mide a A, B. Por tanto, A es conmensurable con B.

Por consiguiente, si dos magnitudes guardan entre s í..., etc.
Porisma:
A partir de esto queda claro que, si hay dos números, como 

A, E, y una recta, como A, es posible hacer una recta [Z] que 
sea a la recta como el número A es al número E. Pero, si se 
toma una media proporcional de A, Z, como B, como A es a z, 
así el cuadrado de a será al cuadrado de B, es decir que como 
la primera es a la tercera, así la (figura) construida sobre la pri
mera es a la figura semejante y construida de manera semejan
te sobre la segunda [VI 19 Por.]. Pero como A es a z, así el nú
mero A es al número E; entonces como el número A es al 
número E, así también la figura construida sobre la recta a 9 a 
la figura construida sobre la recta B. Q. E. D. *

* Tó apd tés A eutheías, «la (figura construida) sobre la recta A».
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P r o po sició n  7

*

Las magnitudes inconmensurables no guardan entre sí la 
razón que un número guarda con un número.

Sean A, B, magnitudes inconmensurables.
Digo que A no guarda con B la razón que un número guar

da con un número.
Pues, si A guarda con B la razón que un núme- 

i A , ro guarda con un número, A será conmensurable 
con B IX 6). Pero no lo es; por tanto, A no guarda 

i------—i con B la razón que un número guarda con un nú
mero.

Por consiguiente, las magnitudes inconmensurables no 
guardan entre sí la razón..., etc.

P ro po sición  8

Si dos magnitudes no guardan entre sí la razón que un nú
mero guarda con un número, las magnitudes serán inconmen
surables.

No guarden, pues, entre sí las dos magnitudes A, B la razón 
que un número guarda con un número. 

a Digo que las magnitudes A, B son inconmen-
1 1 surables.

b Pues, si son conmensurables, A guardará con
B la razón que un número guarda con un número 

[X 5]. Pero no la guarda, por tanto, las magnitudes A, B son in
conmensurables.

Por consiguiente, si dos magnitudes guardan entre s í..., etc.
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P r o po sició n  9

Los cuadrados de rectas conmensurables en longitud guar
dan entre s( la razón que un número cuadrado guarda con un 
número cuadrado; y los cuadrados que guardan entre sí la ra
zón que un número cuadrado guarda con un número cuadrado 
tendrán también los lados conmensurables en longitud. Pero 
los cuadrados de las rectas inconmensurables en longitud no 
guardan entre sí la razón que un número cuadrado guarda con 
un número cuadrado, y los cuadrados que no guardan entre sí 
la razón que un número cuadrado guarda con un número cua
drado tampoco tendrán los lados conmensurables en longi
tud.

Sean, pues, A, B conmensurables en longitud.
Digo que el cuadrado de A guarda con el cuadrado de B la 

razón que un número cuadrado guarda con un número cua
drado.

Pues como A es conmensurable en longitud con B, enton
ces A guarda con B la razón que un número guarda con un nú
mero [X 5J. Guarde la razón de r  a A.
Pues bien, dado que, como A es a B, , A l , B , 
así r a A, mientras que el cuadrado de
A guarda con el cuadrado  de B una i------- —■
razón duplicada de la que A guarda 1 A *
con B, porque las figuras sem ejantes
guardan una razón duplicada de la de sus lados correspondien
tes [VI 20 Por.]; y dado que el cuadrado de r guarda con el 
cuadrado de A una razón duplicada de la que r guarda con A, 
porque entre dos números cuadrados hay un número que es 
media proporcional, y el número cuadrado guarda con el nú
mero cuadrado una razón duplicada de la que el lado guarda
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con el lado [VIH 11); luego como el cuadrado de A es al cua
drado de B, así el cuadrado de r es al cuadrado de a .

Pero ahora, como el cuadrado de A es al cuadrado de B, sea 
así el cuadrado de r al cuadrado de a .

Digo que A es conmensurable en longitud con B.
Pues, dado que, como el cuadrado de A es al cuadrado de 

B, así el cuadrado de r al de A, mientras que el cuadrado de A 
guarda con el cuadrado de B una razón duplicada de la que 
A guarda con B, y el cuadrado de r guarda con el cuadrado de 
A una razón duplicada de la que r guarda con A, entonces, 
como a es a B, así r a A. Luego A guarda con B la razón que el 
número r guarda con el número A. Por tanto A es conmensura
ble en longitud con B [X 6].

Sea ahora A inconmensurable en longitud con B.
Digo que el cuadrado de A no guarda con el de B la razón 

que un número cuadrado guarda con un número cuadrado.
Pues si el cuadrado de A guarda con el de B la razón que 

un número cuadrado guarda con un número cuadrado, A será 
conmensurable con B. Pero no lo es; luego el cuadrado de A 
no guarda con el cuadrado de B la razón que un número cua
drado guarda con un número cuadrado.

No guarde ahora el cuadrado de A con el cuadrado de B la 
razón que un núm ero cuadrado guarda con un núm ero cuadra
do.

Digo que A es inconmensurable en longitud con B.
Pues si A es conmensurable con B, el cuadrado de A guar

dará con el cuadrado de B la razón que un número cuadrado 
guarda con un número cuadrado, pero no la guarda; luego A no 
es conmensurable en longitud con B.

Por consiguiente, los cuadrados de (rectas) conmensurables 
en longitud, etc .10.

10 Un escolio a esta proposición (Schol. X, núm. 26) afirma que este teo
rema fue descubierto por Teeteto.
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Porisma:
Y a partir de lo demostrado quedará claro que las rectas 

conmensurables en longitud también lo son siempre en cuadra
do, mientras que las conmensurables en cuadrado no lo son 
siempre en longitud n .

Lema
Se ha demostrado en los libros de aritmética que los nú

meros planos semejantes guardan entre sí la razón que un 
número cuadrado guarda con un número cuadrado [VIH 26], y 
que si dos números guardan entre sí la razón que un número 
cuadrado guarda con un número cuadrado, son números pla
nos semejantes [VIII 26 conversa], Y es evidente a partir de 
esto que los números planos no semejantes, es decir los que 
no tienen los lados proporcionales, no guardan entre sí la ra
zón que un número cuadrado guarda con un número cuadrado; 
pues, si la guardan, serán planos semejantes; lo cual precisa
mente se ha supuesto que no; luego los números planos no se
mejantes no guardan entre sí la razón que un número cuadra
do guarda con un número cuadrado 11 l2.

11 Heiberg atetiza cuatro párrafos situados a continuación del porisma por 
considerarlos superfluos e impropios del proceder habitual de Euclides. Un re
sumen del contenido de estos párrafos, no incluidos en el presente texto, pue
de ser el siguiente:

Tras una especie de prueba o explicación del porisma, se establece y expli
ca que las rectas inconmensurables en longitud no sen necesariamente incon
mensurables también en cuadrado y que, sin embargo, aquellas rectas que son 
inconmensurables en cuadrado son siempre inconmensurables en longitud.

12 Lema sospechoso. H e a t h  lo atetiza (edic. cii., III. pág. 30). Sin embar
go Heiberg lo mantiene pese a sus reservas, algunas de las cuales hacen refe
rencia a la proposición siguiente. Cf. nota 13.
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P r o po sició n  10
t

Hallar dos rectas inconmensurables, una sólo en longitud, 
otra también en cuadrado, con una recta determinada.

A  I -

Sea A la recta determinada.
Así pues, hay que hallar dos rectas inconmensurables, una 

sólo en longitud, otra también en cuadrado, con la recta deter
minada A.

Tómense, pues, dos números B, r que no guarden entre sí 
la razón que un número cuadrado guarda con un número cua

drado, es decir que no sean números
i-— :——------ 1 a planos semejantes y hágase de for-

 t ma que, como B es a r, así el cua
drado de A al cuadrado de A, pues 

E ' * 1 hemos aprendido (a hacerlo) [X 6
i---------- • b Por.]; entonces, el cuadrado de A es
,_________ , r conmensurable con el cuadrado de A

[X 6]. Ahora bien, dado que B no 
guarda con r la razón que un número cuadrado guarda con un 
número cuadrado, entonces el cuadrado de A tampoco guarda 
con el cuadrado de a la razón que un número cuadrado guar
da con un número cuadrado; luego A es inconmensurable en 
longitud con A [X 9J.

Tómese la media proporcional E de A, A; entonces, como 
A es a A, así el cuadrado de A es al cuadrado de E [V Def. 9]. 
Pero A es inconmensurable en longitud con A; luego el 
cuadrado de A es también inconmensurable con el cuadrado 
de E [X 11]; por tanto A es inconmensurable en cuadra
do con E.

Por consiguiente, se han hallado dos rectas inconmensu
rables. A, E, una. A, sólo en longitud y la otra, E, en cuadrado
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y también obviamente en longitud, con la recta determina
da A l3.

Proposición 11

Si cuatro magnitudes son proporcionales y la primera es 
conmensurable con la segunda, también la tercera será con
mensurable con la cuarta, y si la primera es inconmensurable 
con la segunda, la tercera será también inconmensurable con 
la cuarta.

Sean A, B, r, A cuatro magnitudes proporcionales, es decir: 
como A es a B, así r a A, y sea A conmensurable con B.

Digo que r también será conmensurable con a.
Pues como A es conmensurable con B, entonces A guarda 

con B la razón que un número guarda con un número [X 5]. Y 
como A es a B, así r a A. Entonces r guarda también con A la

15 Existen serías objeciones para considerar genuino este teorema:
En primer lugar, depende de la siguiente proposición X 11 para concluir 

que el cuadrado de a es inconmensurable con el cuadrado de E; de modo que 
incurriría en la pretensión irregular de probar un teorema sobre la base de de
mostraciones posteriores.

Además la expresión emáthomen gár «pues lo hemos aprendido» no es 
propia de Euclides y revelaría la mano de un estudiante (aunque esta expre
sión se halla en la Sectin Canonis euclídea empleada con referencia a los Ele
mentos).

Por último, el manuscrito P, en su primera mano, tiene el número 10 al 
principio de X 11, de donde parece desprenderse que inicialmente X 10 no te
nía número.

Por todo ello, Heath considera espurios tanto el lema anterior como la pro
posición X 10. Heiberg, si bien no lo atetiza, declara en una nota a su traduc
ción (edic. cit., III, pág. 35) que resulta sospechoso y que a duras penas se 
puede considerar de Euclides.
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razón que un número guarda con un número; luego r es con
mensurable con A (X 6],

A  I----------------------------------------------------- 1 B i-------------------i-------------- 1

n ----------- ------ 1 a i------------ 1

Pero ahora sea A inconmensurable con B.
Digo que F también será inconmensurable con A.
Pues como A es inconmensurable con B, entonces A no 

guarda con B la razón que un número guarda con un número 
[X 7], Y A es a B como r es a A. Entonces r tampoco guarda 
con A la razón que un número guarda con un número; luego r 
es inconmensurable con A [X 8].

Por consiguiente, si cuatro magnitudes..., etc.

P ro po sición  12

Las magnitudes conmensurables con una misma magnitud 
son también conmensurables entre sí.

Sea, pues, conmensurable cada una de las magnitudes A, B 
con la magnitud r.

A i------------1 r  — h B i-------------------1

i....... I A

i-— :-------1 e i— i e

- I-------- ------- 1 Z I-------1 K

i-------------------- 1 H i------------1 A

Digo que A es también conmensurable con B.
Pues como A es conmensurable con r, entonces A guarda 

con r la razón que un número guarda con un número [X 5].
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Guarde la razón de A a E. Puesto que a su vez r  es conmensu
rable con B, entonces r guarda con B la razón que un número 
guarda con un número [X 5]. Guarde la razón de Z a H. Y da
das cuantas razones se quiera, a saber, la de A a E y la de Z a H, 
tómense los números 0, K, A sucesivamente en las razones da
das [VIII 4]; de modo que, como A es a E, así e  a K, y como Z 
es a H, así K a A.

Así pues, dado que, como A es a r, así A a E, mientras que, 
como A es a E, así 0  a K, entonces como A es a r, así también 0 
a K [V 11], Y puesto que, como r es a B, así Z es a su vez a H, 
mientras que, como Z es a H, K es a A, entonces, como r  es a B, 
así K a A [V 11). Pero, como A es a r, así también 0  a K; en
tonces, por igualdad, como A es a B, así e  a A [V 22], Luego A 
guarda con B la razón que el número 0  guarda con el número 
A; por tanto A es conmensurable con B [X 6],

Por consiguiente, las (magnitudes) conmensurables con. 
una misma magnitud son conmensurables entre sí. Q E D

P ro po sición  13

Si hay dos magnitudes conmensurables y una de ellas es 
inconmensurable con otra magnitud cualquiera, también la 
restante será inconmensurable con ella.

Sean A, B dos magnitudes conmensurables y una de ellas, 
A, sea inconmensurable con otra magnitud cualquiera, r.

Digo que la restante, B, es ________  [
también inconmensurable con r. r  ■„ <±,  -i > ■

Pues si B es conmensurable 
con r, y A es también conmensu- B ' “ ““ 1
rabie con B, entonces a  es conmensurable con r [X 12]. Pero 
es también inconmensurable; lo cual es imposible. Por tanto B
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no es conmensurable con r; luego es inconmensurable (con 
ella).

Por consiguiente, si dos magnitudes conmensurables..., etc.

L ema

Dadas dos rectas desiguales hallar en cuánto el cuadrado 
de la mayor es mayor que el cuadrado de la menor.

Sean AB, r  las dos rectas desiguales dadas, de las cuales 
sea ab la mayor.

Así pues hay que hallar en cuánto es mayor el cuadrado de 
AB que el de r.

Descríbase sobre AB el se
micírculo aab y adáptese a él 
la (recta) AA igual a r [IV 1] y 
trácese ab . Entonces está cla
ro que el ángulo AAB es recto 
[III 31] y que el cuadrado de 

AB es mayor que el cuadrado de AA, es decir de r, en el cuadra
do de AB [I 47],

De manera semejante, dadas dos rectas, se hallará la recta 
cuyo cuadrado es igual a los cuadrados de ellas, de la siguiente 
manera:

Sean AA, AB las dos rectas dadas y sea lo requerido hallar la 
recta cuyo cuadrado es igual a los cuadrados de ellas. Póngan
se pues de modo que sea recto el ángulo comprendido por AA, 
AB, y trácese AB; está claro de nuevo que AB es la (recta) cuyo 
cuadrado es igual a los de aa , AB [I 47]. Q E. D .,4. 14

14 El lema proporciona el método de hallar una recta c igual a s¡a2±b2 
donde ay b son rectas dadas de las que la mayor es a.
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P ro po sición  14

Si cuatro rectas son proporcionales, y el cuadrado de la 
primera es mayor que el de la segunda en el cuadrado de una 
recta conmensurable con Ia primera, el cuadrado de la tercera 
será también mayor que el de la cuarta en el cuadrado de una 
(recta) conmensurable con la tercera. Y si el cuadrado de la 
primera es mayor que el de la segunda en el cuadrado de una 
recta inconmensurable con la primera, el cuadrado de la ter
cera será también mayor que el de la cuarta en el cuadrado de 
una recta inconmensurable con ella (la tercera).

Sean A, B, r, a cuatro rectas proporcionales (tales que) 
como a es a B, así r a.A, y sea el cuadrado de A mayor que el 
de B en el cuadrado de E, y el cua
drado de r sea mayor que el de A en 
el cuadrado de z. I T

Digo que si A es conmensurable 
con E, r será también conmensura- E
ble con Z, pero si A es inconmensu
rable con E, r será también incon- 1 1  1 ..
mensurable con Z. a b r  a

Pues, dado que, como A es a B, así r a A, entonces, como 
el cuadrado de A es al cuadrado de B, así también el cuadrado 
de r al de A [VI 22]. Pero los cuadrados de E, B son iguales al 
cuadrado de A, y los cuadrados de A, Z son iguales al cuadrado 
de r. Entonces, como los cuadrados de E, B son al cuadrado de 
B, así los cuadrados de A, Z al cuadrado de A; luego, por sepa
ración, como el cuadrado de E es al cuadrado de B, así el cua
drado de z al cuadrado de A [V 17]; por tanto, como E es a B, 
así z a A [ VI 22]; entonces, por inversión, como B es a E, así A 
a Z. Pero-como a es a B, así también r a A; luego, por igual-
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dad, como A es a E, así r  a Z [V 22J. Ahora bien, si A es con
mensurable con E, r es también conmensurable con Z, pero si 
A es inconmensurable con E, r  es también inconmensurable 
con Z [X 11].

Por consiguiente..., etc.15.

Proposición 15

Si se suman dos magnitudes conmensurables, la (magni
tud) total también será conmensurable con cada una de ellas; 
y si la (magnitud) total es conmensurable con cada una de 
ellas, también las magnitudes iniciales serán conmensurables.

Súmense, pues, las dos magnitudes conmensurables AB,
Br.

Digo que la (magnitud) total Ar es también conmensurable 
con cada una de las (magnitudes) AB, Br.

Pues como AB, Br son conmensurables, alguna magnitud 
las medirá. Mídalas (una magnitud) y sea A. Así pues, dado

a  b  r

l----------- 1 A

que A mide a AB, Br, medirá también a la magnitud total Ar. 
Pero mide también a AB, Br. Entonces A mide a AB, Br, Ar. 
Luego Ar es conmensurable con cada una de las magnitudes 
AB, Br [X Def. 1].

Pero ahora sea Ar conmensurable con AB.
Digo que AB, Br son también conmensurables.

15 En aras de la claridad sustituyo por «primera» o «tercera» la palabra 
heaulé del griego cuya traducción literal se prestaría a equívocos.
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Pues como AI", AB son conmensurables, alguna magnitud 
las medirá. Mídalas (una magnitud) y sea A. Así pues, dado 
que A mide a TA, AB, entonces medirá también a la magnitud 
restante Br. Pero también mide a AB; entonces A medirá a AB, 
Br. Luego AB, Br son conmensurables [X Def. 1)

Por consiguiente, si dos magnitudes..., etc.

P ro po sición  16

Si se suman dos magnitudes inconmensurables, la magni
tud total también será inconmensurable con cada una de ellas; 
y si la magnitud total es inconmensurable con una de ellas, las 
magnitudes iniciales serán también inconmensurables.

Súmense, pues, las dos magnitudes inconmensurables AB,
Br.

Digo que la (magnitud) total AT es inconmensurable con 
cada una de las (magnitudes) AB, Br.

Pues si TA, AB no son inconmensurables, alguna magnitud 
las medirá. Mídalas (una magnitud), si es posible, y sea A. Así 
pues, como A mide a TA, AB, entonces, medirá 
también a la magnitud restante BP. Pero mide tam
bién a AB; entonces a mide a AB, BP. Luego AB,
Br son conmensurables; pero se ha supuesto que 
son inconmensurables; lo cual es imposible. Por 
tanto, ninguna magnitud medirá a TA, AB; luego + b 
ta, AB son inconmensurables (X Def. 1]. De ma
nera semejante demostraríamos que Ar, TB son in
conmensurables. Por tanto Ar es inconmensurable 
con cada una de las magnitudes AB, Br.

Pero ahora sea Ar inconmensurable con una de las (magni
tudes) AB, Br. Séalo en primer lugar con AB.
228 . —  2
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Digo que AB, Br son también inconmensurables. Pues, si 
son conmensurables, alguna magnitud las medirá. Mídalas 
(una magnitud) y sea a . Así pues, como A mide a AB, BF, en
tonces, medirá también a la (magnitud) total Ar. Pero mide 
también a AB; entonces A mide a TA, AB. Luego PA, AB son 
conmensurables; pero se ha supuesto que son inconmensura
bles; lo cual es imposible. Luego ninguna magnitud medirá a 
AB. Bl; por tanto AB, BP son inconmensurables.

Por consiguiente, si dos magnitudes..., etc.

Si se aplica a una recta un paralelogramo deficiente en la 
figura de un cuadrado, el (paralelogramo) aplicado es igual al 
(rectángulo) producido por los segmentos de recta que resul
tan de la aplicación.

Apliqúese, pues, a la recta AB, el paralelogramo AA defi
ciente en la figura de un cuadrado, AB.

Al es igual a PB, y aa es el (rectángulo comprendido) por Ar, 
I A, es decir, el (rectángulo comprendido) por AP, TB.

Por consiguiente, si se aplica una recta... e tc .I6.

,h Como anota Hkath tedie, t il.. IIP pág 4!). si a es la recta dada y x el 
lado del cuadrado en el que el rectángulo aplicado es deficiente, el rectángulo 
es igual a ax-x-, igual a su vez a x la-x). El rectángulo puede formularse como 
vv. donde x+v=a. Dada el área x la-x) ó jry (donde x+y=ü), dos aplicaciones 
diferentes darán rectángulos iguales a esa área; siendo los lados del defecto x 
ó a-x Ix ó y) respectivamente; pero el segundo modo de expresión muestra que 
los rectángulos no difieren en la forma sino en la posición.

En lo que se refiere a la noción de áreas deficientes cf. nota 59 de Elemen
tos l-IV. pág. 255

Lema

A Digo que AA es igual al rectán
gulo comprendido por AT, PB.

Y esto queda claro por sí mis
mo: pues como AB es un cuadrado.
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Proposición 17

Si hay dos rectas desiguales, y se aplica a la mayor un (pa
ralelogramo) igual a la cuarta parte del cuadrado de la menor 
y deficiente en la figura de un cuadrado, y si la divide en (par
tes) conmensurables en longitud, el cuadrado de la mayor será 
mayor que el de la menor en el cuadrado de una recta con
mensurable con ella (la mayor). Y si el cuadrado de la mayor 
es mayor que el de la menor en el (cuadrado) de una (recta) 
conmensurable con ella (la mayor), y se aplica a la mayor un 
(paralelogramo) igual a la cuarta parte del cuadrado de la 
menor y deficiente en la figura de un cuadrado, la divide en 
(partes) conmensurables en longitud.

Sean A, Br dos rectas desiguales, de las cuales Br sea la ma
yor, y apliqúese a Br un (paralelogramo) igual a la cuarta paite 
del (cuadrado) de la menor, a , es decir, al (cuadrado) de la mi
tad de A, y deficiente en la figura de un cuadrado. Y sea el (rec
tángulo comprendido) por BA, AL [Lema]. Y sea BA conmensu
rable en longitud con Ar.

Digo que el cuadrado de Br es ma- '-----—t----- r>,
yor que el de A en el cuadrado de una | ; , ; r;
(recta) conmensurable con ella (Br). B ¿ :; ¿ A 'r

Divídase, pues, BT en dos partes 
iguales por el (punto) E, y hágase EZ igual a AE. Entonces, la 
restante Ar es igual a BZ. Y dado que la recta Br ha sido dividi
da en partes iguales por el (punto) E y en partes desiguales por 
el (punto) A, entonces el rectángulo comprendido por BA, AE 
junto con el cuadrado de EA es igual al cuadrado de Er [II 5]; y 
(lo mismo vale) para sus cuádruples; entonces el cuádruple del 
(rectángulo comprendido) por BA, Ar junto con el cuádruple 
del cuadrado de AE es igual al cuádruple del cuadrado de Er.
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Pero el cuadrado de A es igual al cuádruple del rectángulo 
comprendido por BA, Ar, mientras que el cuadrado de AZ es 
igual al cuádruple del cuadrado de AE: porque AZ es el doble de 
AE. Pero el cuadrado de Br es igual al cuádruple del cuadrado 
de E n  porque Br es a su vez el doble de TE. Luego los cuadra
dos de las rectas a , AZ son iguales ai cuadrado de Br; de modo 
que el cuadrado de B r es mayor que el cuadrado de A en el 
cuadrado de AZ; luego el cuadrado de Br es mayor que el de A 
en el cuadrado de AZ17.

Hay que demostrar que Br es además conmensurable con 
AZ. Pues como ba es conmensurable en longitud con Ar, enton
ces Br es conmensurable en longitud con TA [X 15]. Pero TA es 
conmensurable en longitud con TA, BZ: porque TA es igual a BZ 
[X 6 ]. Luego Br es conmensurable en longitud con BZ, V A  [X 
12]; de modo que Br también es conmensurable en longitud 
con la restante ZA [X 15]; luego el cuadrado de Br es mayor 
que el cuadrado de A en el cuadrado de una (recta) conmensu
rable con ella (Br).

Pues bien, sea mayor el cuadrado de Br que el cuadrado de A en el cuadrado de una (recta) conmensurable con ella (Br) y 
apliqúese a B r un paralelogramo igual a la cuarta parte del 
(cuadrado) de A y deficiente en la figura de un cuadrado, y sea 
el rectángulo comprendido por ba, Ar.

Hay que demostrar que BA es conmensurable en longitud 
con Ar.

Pues, siguiendo la misma construcción, demostraríamos de 
manera semejante que el cuadrado de Br es mayor que el de A 
en  el cuadrado de ZA. Pero el cuadrado de Br es mayor que el

17 fíe Br ára  té s  A m eídson  dyn a ta i té  AZ Se utiliza d yn a ta i aquí en el mis
mo sentido técnico que d yn á m ei «en cuadrado» (cf. M ugler, D ictio n n a ire ..., 
págs. 148 ss.) o h e  d yn a m én é  «el lado del cuadrado equivalente a». Este verbo 
se utiliza en contextos matemáticos para significar la operación de elevar al 
cuadrado.
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de A en el cuadrado de una (recta) conmensurable con ella 
(Br). Entonces Br es conmensurable en longitud con za; de 
modo que Br también es conmensurable en longitud con el res
to, a saber, la suma de BZ, Ar [X 15J. Pero la suma de BZ, Ar es 
conmensurable con Ar [X 61. De modo que Br es también con
mensurable en longitud con Ar [X 15).

Por consiguiente, si hay dos rectas desiguales..., etc.

Proposición 18

Si hay dos recias desiguales y se aplica a la mayor un [pa
ralelo gramo} igual a la cuarta parte del cuadrado de la menor 
deficiente en la figura de un cuadrado, y si la divide en (par
tes) inconmensurables, el cuadrado de la mayor será mayor 
que el cuadrado de la menor en el cuadrado de una recta in
conmensurable con ella (la mayor). Y si el cuadrado de la ma
yor es mayor que el cuadrado de la menor en el {cuadrado) de 
una (recta) inconmensurable con ella (la mayor) y se aplica a 
la mayor un [parale lo gramo) igual a la cuarta parte del cua
drado de la menor y deficiente en la figura de un cuadrado, la 
divide en (partes) inconmensurables.

Sean A, Br dos rectas desiguales, de las cuales sea Br la 
mayor, y apliqúese a Br un paralelogramo igual a la cuarta par
te del (cuadrado) de la menor. A, y deficiente en la figura de un 
cuadrado, y sea el (rectángulo) BAr [Cf. lema anterior a X 17), 
y sea BA inconmensurable en longitud con Ar.

Digo que el cuadrado de Br es mayor que el cuadrado de A 
en el cuadrado de una (recta) inconmensurable con ella (Br).

Pues, siguiendo la misma construcción del (teorema) ante
rior, demostraríamos de manera semejante que el cuadrado de 
Bf es mayor que el de A en el (cuadrado) de ZA.
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Hay que demostrar que Br es inconmensurable en longitud 
con AZ. Pues como BA es inconmensurable en longitud con Ar,

t

entonces Br es también inconmensurable en longitud con TA [X 
16]. Pero Ar es conmensurable con la suma de BZ, 
Ar [X 6]; entonces B r es inconmensurable con la 
suma de BZ, AZ [X 13], De modo que B r es también 
inconmensurable en longitud con la restante ZA |X 
16]. Y el cuadrado de BE es mayor que el cuadrado 
de A en el (cuadrado) de za: luego el cuadrado de 
BE es mayor que el cuadrado de A en el (cuadrado) 
de una (recta) inconmensurable con ella (BE).

Sea a su vez el cuadrado  de Br m ayor que el 
cuadrado de A en el (cuadrado) de una (recta) inconm ensurable 
con ella (Br) y apliqúese a B r un (paralelogram o) igual a la 
cuarta parte del (cuadrado) de A y deficiente en la figura de un 
cuadrado y sea el (rectángulo com prendido) por BA, Ar.

Hay que demostrar que BA es inconmensurable en longitud 
con Ar.

Pues, siguiendo la misma construcción, demostraríamos de 
manera semejante que el cuadrado de Br es mayor que el cua
drado de A en el (cuadrado) de ZA. Pero el cuadrado de Br es 
mayor que el cuadrado de A en el (cuadrado) de una (recta) in
conmensurable con ella (Br). Luego Br es inconmensurable en 
longitud con ZA; de modo que Br es inconmensurable con el 
resto, es decir, con la suma de BZ, Ar (X 16]. Pero la suma de 
BZ, Ar es conmensurable en longitud con Ar [X 6]; luego Br es 
inconmensurable en longitud con Ar [X 13]; de modo que, por 
separación, BA es inconmensurable en longitud con Ar [X 16]

Por consiguiente, si hay dos rectas..., etc.

Lema

Puesto que queda demostrado que las (rectas) conmensura
bles en longitud lo son siempre también en cuadrado, mientras
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que las que lo son en cuadrado no lo son siempre también en 
longitud, sino que pueden ser, en efecto, conmensurables o in
conmensurables en longitud, queda claro que, si una recta es 
conmensurable en longitud con una recta expresable 18 determi
nada, se llama expresable y conmensurable con ella no sólo en 
longitud sino también en cuadrado, porque las (rectas) conmen
surables en longitud lo son siempre también en cuadrado. Ahora 
bien, si una recta es conmensurable en cuadrado con una (recta) 
expresable determinada, entonces, si lo es también en longitud, 
se dice que es expresable y conmensurable con ella en longitud 
y en cuadrado; pero si una recta, siendo a su vez conmensurable 
en cuadrado con otra recta expresable determinada, es incon
mensurable en longitud con ella, en este caso también se llama 
expresable pero conmensurable sólo en cuadradol9 20.

P ro po sición  19

El rectángulo comprendido por rectas expresables con
mensurables en longitud, según alguna de las formas antedi
chas es expresable2(1.

18 A partir de aquí traduzco rhétós como «expresable» para abreviar la ex
presión «racionalmente expresable» que complicaría en exceso la lectura del 
texto en castellano.

19 Heath (op. cil., III. pág. 47) suprime el lema por considerarlo superfluo 
y prolijo en exceso.

20 Heath (op. cit., III, pág. 48) encuentra dificultades para admitir estas 
palabras pues sólo hay dos formas de conmensurabilidad: conmensurabilidad 
en longitud, y por tanto en cuadrado, o sólo en cuadrado, y cada una excluye 
la otra. Por otra parte proeireménñn «antedichas» parece referirse al lema an
terior que considera sospechoso. Por todo ello cree que la mejor solución sería 
suprimir tanto el lema como las palabras citadas del enunciado de X 19.
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Pues sea comprendido el rectángulo Ar por las rectas ex
presabas y conmensurables en longitud a b , Br.

Digo que Ar es expresable.
Pues constrúyase sobre AB el cuadrado de

r  a a . Entonces a  A es expresable [X Def. 4], Y 
como AB es conmensurable en longitud con 

B Br, mientras que AB es igual a b a , entonces 
BA es conmensurable en longitud con Br. Y 

como BA es a Br, así a a  a A r [VI 1]. Luego a a  es conmensura
ble con A r [X 11]. Pero AA es expresable; luego A r  es también 
expresable [X Def. 4],

Por consiguiente, el rectángulo comprendido..., etc.

A

Proposición 20

Si se aplica un (área) expresable a una (recta) expresable, 
produce como anchura una (recta) expresable y  conmensura
ble en longitud con aquella a la que se ha aplicado.

Apliqúese, pues, el (área) expresable Ar a la recta a b  ex
presable una vez más según alguna de las formas antedichas, 

de modo que produzca como anchura Br.
A . Digo que Br es expresable y conmensura

ble en longitud con BA.
_______ A Pues construyase sobre AB el cuadrado de

aa; entonces AA es expresable [X Def. 4]. Pero 
también lo es Ar; luego AA es conmensurable 
con Ar. Ahora bien, como a a  es a Ar, así ab  a

________  Br [VI 11]. Por tanto AB es conmensurable tam-
r  bién con Br [X 11]; pero AB es igual a BA. Lue

go AB es conmensurable con Br. Ahora bien, AB es expresable; 
por tanto, Br es expresable y conmensurable en longitud con AB.
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f

Por consiguiente, si se aplica un (área) expresable a una 
recta expresable.. etc.

P roposición 21

E l rectángulo comprendido p or rectas expresables y con
mensurables sólo en cuadrado no es racionalmente expresa- 
ble 21 y  el lado del cuadrado igual a él tampoco es racional
mente expresable, llámese (este último) medial.

Sea, pues, comprendido el rectángulo at por las rectas ex
presables y conmensurables sólo en cuadrado a b , Br.

Digo que Ar no es expresable, y el lado 
del cuadrado igual a él tampoco es expresa- 
ble, y llámese medial.

Pues construyase sobre ab  el cuadrado 
AA; entonces AA es expresable [X Def. 4]. Y 
como AB es inconmensurable en longitud con 
Br, porque se ha supuesto que es conmensu
rable sólo en cuadrado, mientras que AB es 
igual a Ba, entonces AB es inconmensurable 
en longitud con Br. Ahora bien, como ab es a 
Br, así AA es a AP [VI 1 ]; luego AA es inconmensurable con Ar 
[X 11]. Pero AA es expresable; luego Ar no es expresable; de 
modo que el lado del cuadrado igual a Ar tampoco es expresa- 
ble, llámese medial. Q. E. D 22.

21 Cf. notas 2 y 3.
22 La recta medial recibe tal nombre por tratarse de la media proporcional 

entre dos rectas expresables conmensurables sólo en cuadrado. Se demuestra 
aquí que el rectángulo comprendido por ellas no es racionalmente expresable. 
En el porisma a X 23 esta área se denomina «medial».
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L ema

Si hay dos rectas, como la primera es a la segunda, así el 
cuadrado de la primera al rectángulo comprendido p o r las'dos 
rectas.

Sean ZE, EH dos rectas.
Digo que como ZE es a EH, así el (cuadrado) de ZE al (rec

tángulo comprendido) por ZE,
Z ; E H---  -----r  -----1 EH.
! ’ ‘ Construyase, pues, sobre ZE,

el cuadrado AZ, y complétese el 
a (paralelogramo) HA. Así pues,

dado que, como ZE es a EH, así 
ZA a AH [ VI 1), y ZA es el (cuadrado) de ZE, mientras que AH es 
el (rectángulo comprendido) por AE, EH, es decir por ZE, EH, 
entonces como ZE es a EH, así el (cuadrado) de ZE al (rectángu
lo comprendido) por ZE, EH. De manera semejante, como el 
(rectángulo comprendido) por HE, HZ es al (cuadrado) de EZ, es 
decir, como HA es a ZA, así es HE a EZ. Q. E. D.23.

Proposición 22

El (cuadrado) de una (recta) media!, si se aplica a una rec
ta expresable, produce una anchura e.xpresable e inconmensu
rable en longitud con aquella a la que se aplica.

Sea A la (recta) medial y TB la expresable, y apliqúese a Br 
el área rectangular BA igual al cuadrado de A, produciendo la 
anchura FA.

Digo que FA es expresable e inconmensurable en longitud 
con FB.

2\ Si a. b Non dos recias, a : b :: a2: ab.
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Pues como A es una medial, su cuadrado es igual a un área 
comprendida por rectas expresables conmensurables sólo en 
cuadrado [X 21], Sea su cuadrado 
igual a HZ. Pero su cuadrado también - 
es igual a Ba; entonces BA es igual a 
HZ. Pero también son equiangulares; 
y en los paralelogramos iguales y 
equiangulares, los lados que com- a 
prenden los ángulos iguales están in
versamente relacionados [VI 14].
Luego, proporcionalmente, como Br es a EH, así EZ a TA. En
tonces, como el (cuadrado) de Br es al (cuadrado) de EH, así el 
(cuadrado) de EZ es al (cuadrado) de TA [VI 22], Ahora bien, 
el (cuadrado) de TB es conmensurable con el de EH; porque 
cada uno de ellos es expresable; luego el (cuadrado) de EZ es 
también conmensurable con el (cuadrado) de TA [X 11], Pero 
el (cuadrado) de EZ es expresable; luego el cuadrado de í'A es 
también expresable [X Def. 4[; por tanto, TA es expresable. 
Ahora bien, como EZ es inconmensurable en longitud con EH, 
porque son conmensurables sólo en cuadrado; y como EZ es a 
EH, así el (cuadrado) de EZ al (rectángulo comprendido) por 
ZE, EH [lema], entonces el (cuadrado) de EZ es inconmensura
ble con el (rectángulo comprendido) por ZE, EH. Pero el (cua
drado) de TA es conmensurable con el cuadrado de EZ; porque 
son expresables en cuadrado; y el (rectángulo comprendido) 
por Ar, rB es conmensurable con el (rectángulo comprendido) 
por ZE, EH, porque son iguales al (cuadrado) de A; luego el 
(cuadrado) de TA es también inconmensurable con el (rectán
gulo comprendido) por Ar, rB [X 13]. Pero, como el (cuadra
do) de PA es al (rectángulo comprendido) por Ar, TB, así Ar es 
a TB [lema]. Por tanto, Ar es inconmensurable en longitud con 
TB [X 11]. Por consiguiente, TA es expresable e inconmensura
ble en longitud con r B. q . e . d .
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P roposición 23

La recta conmensurable con una (recta) medial es medial.

Sea A una recta medial, y sea B conmensurable con a .
Digo que B es tam bién medial.
Póngase, pues, la recta expresable ta, y apliqúese a LA un 

área rectangular TE igual al cuadrado de A que produzca la an
chura EA; entonces EA es expresable e

t A ■ [ |__ ^  inconm ensu rab le  en  long itud  con TA
, [X 22], Pero apliqúese a TA un área

— ----- -— -i rectangular, rz, igual al (cuadrado) de
B que produzca la anchura AZ. Enton
ces, dado que A es conmensurable con 
B, el (cuadrado) de A es también con- 

| r -—— — ^ mensurable con el (cuadrado) de B.
Pero E r es igual al (cuadrado) de A, 

mientras que rz es igual al (cuadrado) de B; por tanto, Er es 
conmensurable con rz . Ahora bien, como Er es a rz , así EA a 
AZ [VI 1]; entonces EA es conmensurable en longitud con AZ 
[X II]; pero EA es expresable e inconmensurable en longitud 
con Ar; entonces Ar es expresable [X Def. 3] e inconmensura
ble en longitud con A r [X 13]; luego TA, AZ son expresables y 
conmensurables sólo en cuadrado. Pero la recta cuyo cuadrado 
es igual al rectángulo comprendido por rectas expresables y 
conmensurables sólo en cuadrado es medial [X 21]. Luego la 
recta cuyo cuadrado es igual al rectángulo comprendido por 
EA, AZ es medial; y el cuadrado de B es igual al rectángulo 
comprendido por EA, AZ. Por consiguiente, B es medial.

Porisma:
A partir de esto queda claro que un (área) conmensurable 

con un área medial es medial.
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De acuerdo con lo que se ha dicho acerca de las (rectas) ex
presables (Lema siguiente a X 18) se sigue, en lo que se refiere 
a las mediales, que la recta conmensurable en longitud con una 
medial se llama medial y es conmensurable con ella no sólo en 
longitud sino también en cuadrado, porque, en general, las 
(rectas) conmensurables en longitud lo son siempre también en 
cuadrado. Pero si una recta es conmensurable en cuadrado con 
una medial, y si lo es también en longitud, en este caso se lla
man también mediales y conmensurables en longitud y en cua
drado, pero si sólo lo son en cuadrado, se llaman mediales con
mensurables sólo en cuadrado24.

P roposición 24

El rectángulo comprendido por rectas mediales conmensu
rables en longitud según alguna de las formas antedichas 25, 
es medial.

Sea pues comprendido el rectángulo Ar por las rectas me
diales conmensurables en longitud AB, Br.

Digo que el (rectángulo) Ar es medial.
Pues constrúyase sobre AB el cuadrado aa; entonces aa es medial. Y puesto que AB es conmensurable en longitud

2* En el porisma tenemos la primera mención de un área medial. Se trata 
de un área igual al cuadrado de una recta medial. Euclides no da una defini
ción explícita.

Por otra parte Hbath ateti/a el último párrafo del porisma (cf. up. cit., 111, 
pág. 54 y nota 25).

*' El enunciado presenta la misma dificultad que X 19. Cf. nota 20. Heath 
decide suprimir las palabras «según alguna de las formas antedichas» así 
como la parte del porisma anterior a la que debían referirse estas palabras.
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con Br, m ientras que AB es igual a BA, enton-r
ces AB también es conmensurable en longitud 
con Br; de modo que aa es conmensurable con 
A f [VI 1, X 11]. Pero aa es medial. Por consi-

A
B guíente, Ar también es medial [X 23 Por.].

Q. E. D.

A

P roposición 25

El rectángulo comprendido por rectas mediales conmensu
rables sólo en cuadrado o es expresable o es medial.

Sea, pues, comprendido el rectángulo Ar por las rectas me

n a  igual a aa de m odo que produzca la anchura z a ;  apliqúese,

KN, de m anera  sem ejan te , el rec tán g u lo  NA igual a BE, de 
m odo que produzca la anchura K.A. Entonces ze , 8K, KA están 
en línea recta, Así pues, dado que cada uno de los (cuadrados) 
aa , BE es m edial, y aa es igual a He, y BE a NA, entonces, cada 
uno de los (rectángulos) He, NA tam bién es m edial. Y se han 
aplicado a la recta expresable ZH; luego cada una de las (m e

diales conm ensurables sólo en cuadrado. AB, Br.

A z
Digo que A r  o es expresa- 

? ble o es medial.
I Pues construyanse sobre 
! AB, BT los cuadrados AA, BE; 

M entonces cada uno de los (cua

K d rados) aa . be  son m ediales.

! A
Póngase la recta expresable 

ZH. y apliqúese a la (recta) ZH 
el paralelogramo rectangular

por otra parte a 0M el paralelogram o rectangular MK igual a AT 
de m odo que produzca la anchura 0K, y adem ás apliqúese a
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tas) Z0, KA es expresable e inconmensurable en longitud con 
ZH [X 22]. Y puesto que AA es conmensurable con BE, enton
ces H0 es conmensurable con NA. Y como H0 es a na, asi la 
(recta) Z0 a la (recta) KA [VI 1]; entonces la (recta) ZB es con
mensurable en longitud con la (recta) KA [X 11]. Luego ze, KA 
son expresables y conmensurables en longitud; por tanto, el 
(rectángulo comprendido) por Z0, KA es expresable [X 19]. Y 
dado que AB es igual a BA, y EB a Br. entonces, como AB es a 
Br, así AB a BE y, por tanto, como AB es a Br, así aa a Ar | VI 
1], y como AB es a BE, así Ar a r s  [VI 1]; entonces, como AA 
es a Ar, así Ar a r=. Pero aa es igual a H0, Ar a MK, y TE a NA; 
entonces, como H0 es a MK, así MK a na; luego, como Z0 es a 
0K, así también 0K a KA [VI 1, V 11]; por tanto, el (rectángulo 
comprendido) por Z0, KA es igual al (cuadrado) de 0K [VI 17]. 
Ahora bien, el (rectángulo comprendido) por Z©, KA es expre
sable; entonces el (cuadrado) de OK es también expresable; 
luego 0K es expresable. Y si es conmensurable en longitud con 
ZH, entonces 0N es expresable; pero si es inconmensurable en 
longitud con ZH, K©, ©M son expresables y conmensurables 
sólo en cuadrado, y entonces ©N es medial [X 21]; por tanto 
0N o es expresable o es medial. Pero QN es igual a Al ; luego 
Ar o es expresable o es medial.

Por consiguiente, si el (rectángulo) comprendido por (rec
tas) conmensurables sólo en cuadrado..., etc.

P r o p o s ic ió n  26

Un (área) medial no excede a otra medial en un (área) ex
presable.

Pues, si es posible, exceda el (área) AB al (área) medial Ar 
en el (área) expresable AB. y póngase la recta expresable EZ, y



48 ELEMENTOS LIBRO X 49

apliqúese a EZ el paralelogramo rectángulo Z0 igual a AB de 
modo que produzca la anchura E0, y quítese el (rectángulo) 

ZH igual a Ar; entonces el resto BA es igual al
-------------- resto K0. Pero AB es expresable; por tanto K0

también es expresable. Así pues, dado que
A_________r cada uno de los (rectángulos) AB, Ar es me-

_ _ _ _ _ _ ]  B dial, y AB es igual a Z0, mientras que Ar es
igual a ZH, entonces cada uno de los (rectán-

Zl-----------| E gul°s) z e > ZH es también medial. Y se han
aplicado a la (recta) expresable EZ; entonces 
cada una de las (rectas) ©E, EH es expresable e 
inconmensurable en longitud con EZ [X 22], 

K _ _ _ _ _  H Ahora bien, puesto que AB es expresable y es 
igual a K0; entonces K0, es también expresa- 
ble. Y se ha aplicado a la (recta) expresable

6 EZ; luego H0 es también expresable y con
mensurable en longitud con EZ [X 20]. Pero EH es también 
expresable e inconmensurable en longitud con EZ; entonces 
EH es inconmensurable en longitud con H0 [X 13]. Ahora 
bien, como EH es a H0, así el (cuadrado) de EH es al (rectán
gulo comprendido) por EH, H0; entonces el (cuadrado) de EH 
es inconmensurable con el (rectángulo comprendido) por EH, 
H© [X 11]. Pero los cuadrados de EH, H0 son conmensurables 
con el (cuadrado) de EH, porque ambos son expresables; pero 
dos veces el (rectángulo comprendido) por EH, H0 es con
mensurable con el (rectángulo comprendido) por EH, H0, por
que es el doble que él [X 6]; por tanto, los cuadrados de EH, 
H© son inconmensurables con dos veces el (rectángulo) com
prendido) por EH, H© [X 13]; luego, tanto la suma de los (cua
drados) de EH, H© como dos veces el (rectángulo comprendi
do) por EH, H©, que es precisamente el cuadrado de E© III 4], 
es inconmensurable con los (cuadrados) de EH, H© [X 16]. 
Pero los (cuadrados) de EH, H© son expresables; luego el

(cuadrado) de E© no es expresable [X Def. 4]. Por tanto, E© 
no es expresable. Pero también es expresable; lo cual es im
posible.

Por consiguiente, un (área) medial no excede a otra (área) 
medial en un (área) expresable. Q E. D.

P r o p o s ic ió n  27

H allar rectas mediales conmensurables sólo en cuadrado 
que comprendan un (rectángulo) expresable.

Pónganse dos rectas, A, B, expresables conmensurables 
sólo en cuadrado, y tómese la media proporcional, r, de A, B, 
y, como A es a B, sea así r a a [ VI 21].

Y puesto que A, B son rectas expresables 
conmensurables sólo en cuadrado, entonces el 
(rectángulo comprendido) por A, B, es decir, el 
cuadrado de r  [VI 17] es medial [X 21], Enton
ces r  es medial. Y puesto que, como A es a B, r  
es a A, y A, B son conmensurables sólo en cua
drado, entonces r ,  a son también conmensura- a b 
bles sólo en cuadrado [X 11]. Ahora bien, r  es 
medial, luego también A es medial. Por tanto, r, A son mediales 
y conmensurables sólo en cuadrado.

Digo que también comprenden un rectángulo expresable.
Pues, dado que, como A es a B, así r a A, entonces, por al

ternancia, como A es a r, B es a A [V 16], Pero como a es a r, 
B es a A [V 16], Pero como A es a r, r es a B; entonces, como r 
es a B, así B a A; luego el (rectángulo comprendido) por r, A es 
igual al cuadrado de B. Pero el cuadrado de B es expresable; 
por tanto el (rectángulo comprendido) por r, A es también ex
presable.
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Por consiguiente, se han hallado rectas mediales conmen
surables sólo en cuadrado que comprenden un (rectángulo) ex- 
presable. Q. e . d .

Proposición 28

H allar ( rectas) mediales conmensurables sólo en cuadrado 
que comprendan un (rectángulo) medial.

Pónganse las (rectas) expresables conmensurables sólo en 
cuadrado A, B, r y tómese la media proporcional A de A, B [VI

13], y como B es a r, sea así a
Ah---------- ' a E [VI 12].

ai i Puesto que A. B son rectas
______  | expresables conmensurables

r i --- sólo en cuadrado, entonces el
(rectángulo comprendido) por 

a. B, es decir el (cuadrado) de a [VI 17] es medial, luego A es 
medial [X 21). Y puesto que B, r  son conmensurables sólo en 
cuadrado, y como B es a r, A es a E, entonces A, E son también 
conmensurables sólo en cuadrado [X 11]. Pero A es medial; en
tonces E es también medial [X 23]. Luego A, E son mediales y 
conmensurables sólo en cuadrado.

Digo además que también comprenden un rectángulo me
dial.

Pues, dado que, como B es a r , así A a E, entonces, por al
ternancia, como B es a A, así r  a E. Y como B es a A. así A a A; 
entonces, como A es a A, así también r a E; luego el (rectángu
lo comprendido) por A, r es igual al (rectángulo comprendido) 
por A, E [VI ¡6], Pero el (rectángulo comprendido) por A, r es 
medial [X 21]. Por tanto, el (rectángulo comprendido) por A. E

-¿rr.V.ér.
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Por consiguiente, se han hallado rectas mediales conmen
surables sólo en cuadrado que comprenden un rectángulo me
dial. Q. E. D.

L ema 1
H allar dos números cuadrados tales que su suma sea tam

bién un cuadrado.

Pónganse dos números AB, Br y sean pares o impares. Y 
puesto que, tanto si de un número par se quita un número par, 
como si de un número impar se quita un número impar, 
el resto es par [IX 24-26]; entonces el resto A r  es par. T A 

Divídase A r en dos partes iguales por A. Y sean AB, B r o 
números planos semejantes o números cuadrados, que a 
son también ellos mismos números planos semejantes; 
entonces, el producto de AB, B r junto con el (cuadrado) 1 
de TA es igual al cuadrado de BA. Y el producto de AB, B 
Br es también un cuadrado, puesto que precisamente he
mos demostrado que, si dos números planos semejantes, al 
multiplicarse entre sí, hacen algún (número) el producto es un 
número cuadrado [IX 1]; entonces, se han hallado dos números 
cuadrados, el producto de AB, B r y el cuadrado de TA que, su
mados, hacen el cuadrado de BA.

Y queda claro que se han hallado a su vez dos números 
cuadrados, el (cuadrado) de BA y el (cuadrado) de TA, tales que 
su diferencia, el producto de AB, Br es un número cuadrado, 
siempre que AB, Br sean números planos semejantes. Pero en 
el caso de que no sean números planos semejantes, se han ha
llado dos cuadrados, el (cuadrado) de BA y el (cuadrado) de Ar, 
cuya diferencia, el producto de AB, B r no es un cuadrado. 
Q. E. D.
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L ema 2
H a lla r dos números cuadrados tales que su suma no sea 

un cuadrado.

T A

Sea, pues, el producto de AB, Br, según dijimos, un cuadra
do, y sea ta un número par, y divídase en dos partes iguales 

por A. Queda claro que el producto de AB, Br junto con 
el cuadrado de Ea es igual al cuadrado de BA [lema 1], 
Quítese la unidad AE; entonces el producto de AB, Br 
junto con el cuadrado de TE es menor que el cuadrado 
de BA.

Pues bien, digo que el cuadrado producto de AB, 
B r junto con el (cuadrado) de TE no será un número 
cuadrado.

Pues si es cuadrado, o es igual al (cuadrado) de BE 
o menor que el (cuadrado) de BE, pero no es mayor, 
para que no se divida la unidad.

En primer lugar, si es posible, sea el (producto) de AB, Br 
junto con el (cuadrado) de TE igual al cuadrado de BE, y sea HA 
el doble de la unidad AE. Así pues como el total Ar es el doble 
del total TA y en ellos AH es el doble de AE, entonces el resto 
H r es el doble del resto Er; luego H r se ha dividido en dos par
tes iguales por E; por tanto, el (producto) de HB, Br junto con 
el (cuadrado) de TE es igual al (cuadrado) de BE [II 6]. Pero se 
ha supuesto que el (producto) de AB, B r junto con el (cuadra
do) de TE es igual al (cuadrado) de BE; entonces el (produc
to) de HB, Br junto con el (cuadrado) de TE es igual al (pro
ducto) de AB, Br junto con el (cuadrado) de TE. Ahora bien, si 
se quita de ambos el (cuadrado) de TE, se sigue que AB es igual 
a HB; lo cual es absurdo. Luego el (producto) de AB, Br junto 
con el (cuadrado) de TE no es igual al (cuadrado) de BE.

Digo además que tampoco es menor que el (cuadrado) de 
BE. Pues, si es posible, sea igual al (cuadrado) de BZ, y sea 0A 
el doble de AZ. Pues bien, se seguirá de nuevo que ©r es el do-

L1BRO X

ble de rz ; de modo que r e  ha sido divi^tA  
partes iguales por Z y que, por eso, el (prcA.'JC'vo) ¿Tt E>T~
to con el (cuadrado) de z r  es igual al (CM<xoe.»Do] D tc 'S .
Pero se ha supuesto que el (producto) de A&, S 'P  w o  &L
(cuadrado) de TE es igual al (cuadrado) de BZ. De iKVSO'S 

también el (producto) de ©B, Br junto con el (cuadrado) de T i  
será igual al (producto) de AB, Br junto con el (cuadrado) de 
TE; lo cual es absurdo. Luego el (producto) de AB, Br junto con 
el (cuadrado) de TE no es menor que el (cuadrado) de BE. Pero 
se ha demostrado que tampoco es igual al (cuadrado) de BE.
Por consiguiente el (producto) de AB, Br junto con el (cuadra
do) de TE no es un cuadrado. Q. E. D.

P roposición 29

H a lla r dos rectas expresables conmensurables sólo en cua
drado, de modo que el cuadrado de la mayor sea mayor que el 
de la menor en el cuadrado de una recta conmensurable en 

longitud con ella (la  mayor).

Póngase, pues, una recta expresable AB y los dos números 
cuadrados TA, AE, de modo que su diferencia TE no sea un cua
drado (lema 1J, y descríbase sobre AB el semicírculo AZB, y há
gase de forma que como Ar es a TE, así el cuadrado de BA al cua
drado de AZ [X 6 Por.], y trácese ZB.

Puesto que, como el (cuadrado) 
de BA es al (cuadrado) de AZ, así Ar a 
TE, entonces el (cuadrado) de BA A 
guarda con el (cuadrado) de AZ la ra- H 
zón que el número AE guarda con el r 
número TE; luego el (cuadrado) de BA es conmensura*- 
(cuadrado) de AZ [X 6]. Pero el (cuadrado) de AB e
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[X Def. 4]; luego el (cuadrado) de AZ es también expresable 
[id.]; por tanto AZ es también expresable. Y puesto que Ar no 
guarda con TE la razón que un número cuadrado guarda con un 
número cuadrado; entonces el (cuadrado) de BA tampoco guar
da con el cuadrado de AZ lá razón que un número cuadrado 
guarda con un número cuadrado; luego AB es inconmensurable 
en longitud con AZ [X 9|. Por tanto BA, AZ son expresables y 
conmensurables sólo en cuadrado. Ahora bien, dado que, como 
Ar es a PE, así el (cuadrado) de BA al (cuadrado) de AZ, enton
ces, por conversión, como TA es a AE, así el (cuadrado) de AB 
es al (cuadrado) de BZ [V 19 Por.; 111 31; I 47). Pero TA guarda 
con AE la razón que un número cuadrado guarda con un núme
ro cuadrado; entonces, el cuadrado de AB guarda con el cua
drado de BZ la razón que un número cuadrado guarda con un 
número cuadrado. Luego AB es conmensurable en longitud con 
BZ [X 9]. Y el (cuadrado) de AB es igual a los (cuadrados) de 
AZ, ZB. Luego el cuadrado de AB es mayor que el de AZ en el 
(cuadrado) de la (recta) BZ conmensurable con ella (AB).

Por consiguiente, se han hallado dos rectas expresables BA, 
AZ conmensurables sólo en cuadrado, de modo que el cuadra
do de la mayor AB es mayor que el de la menor AZ en el cuadrado 
de la (recta) BZ conmensurable en longitud con ella (AB). Q. E. D

-t—

drado [lema 2], Y descríbase sobre AB el semicírculo AZB, y 
hágase de forma que como Ar es a TE, así el cuadrado de BA al 
cuadrado de AZ [X 6 Por.], y trá
cese ZB. De manera semejante a 
la (proposición) anterior demos
traríamos que BA, AZ son expre
sables y conmensurables sólo en 
cuadrado. Ahora bien, dado que, 
como Ar es a TE, así el (cuadra
do) de BA al (cuadrado) de AZ, 
entonces, por conversión, como I'A es a AE, así el (cuadrado) de 
AB al (cuadrado) de BZ [V 19 por.; III 31, I 47], Pero TA no 
guarda con AE la razón que un número cuadrado guarda con un 
número cuadrado. Entonces el (cuadrado) de AB tampoco guar
da con el (cuadrado) de BZ la razón que un número cuadrado 
guarda con un número cuadrado; luego AB es inconmensurable 
en longitud con BZ [X 9]. Y el cuadrado de AB es mayor que el 
de AZ en el (cuadrado) de la (recta) ZB inconmensurable con 
ella (AB).

Por consiguiente, AB, AZ son expresables y conmensura
bles sólo en cuadrado, y el cuadrado de AB es mayor que el 
cuadrado de AZ en el cuadrado de la recta ZB, inconmensurable 
en longitud con ella (ab). q. e d.

Proposición 30

H allar dos rectas expresables conmensurables sólo en cua
drado, de modo que el cuadrado de la mayor sea mayor que el 
de la menor en el cuadrado de una ( recta) inconmensurable en 

longitud con ella (la mayor).

Póngase, pues, la recta expresable AB y los dos números 
cuadrados TE, EA tales que su suma, TA no sea un número cua-

P roposición 31

H allar dos ( rectas) mediales conmensurables sólo en cua
drado que comprendan un (rectángulo) expresable, de modo 
que el cuadrado de la mayor sea mayor que el de la menor en 
el cuadrado de una (recta) conmensurable en longitud con ella 
(la mayor).
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Pónganse las dos rectas expresables A, B conmensurables 
sólo en cuadrado, de modo que el cuadrado de a que es la ma

yor sea mayor que el cuadrado de la menor, B, 
en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable 
en longitud con ella (A) [X 29]. Y sea el (cua
drado) de r  igual al (rectángulo comprendido) 
por a , B. Pero el (rectángulo comprendido) por 
A, B es medial [X 21]; entonces el (cuadrado) 
de r  también es medial, luego r  es también 

medial [X 21]. Sea el rectángulo comprendido por pa igual al 
(cuadrado) de B; pero el cuadrado de B es expresable; luego el 
(rectángulo comprendido) por TA es también expresable. Ahora 
bien, dado que como a es a B, así el (rectángulo comprendido) 
por A, B es al (cuadrado) de B, mientras que el (cuadrado) de r  
es igual al (rectángulo comprendido) por a , b , y el (rectángulo 
comprendido) por r ,  a es igual al (cuadrado) de B, entonces, 
como A es a B, así el (cuadrado) de r  al (rectángulo compren
dido) por r , A. Pero, como el (cuadrado) de r  es al (rectángulo 
comprendido) por r , a, así r  es a a; entonces, como A es a B, 
así r  a A. Pero A es conmensurable con B sólo en cuadrado; 
luego r  es también conmensurable con A sólo en cuadrado [X
11]. Y es medial; por tanto A también es medial [X 23]. Ahora 
bien, dado que, como A es a B, r  es a A, y el (cuadrado) de A es 
mayor que el de B en el (cuadrado) de una (recta) conmensura
ble con ella (A), entonces el cuadrado de r  es también mayor 
que el de A en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con 
ella (O [X 14],

Por consiguiente, se han hallado dos rectas mediales r, A 
conmensurables sólo en cuadrado que comprenden un (rectán
gulo) expresable, y el cuadrado de r  es mayor que el de A en el 
cuadrado de una (recta) conmensurable en longitud con ella (r).

De manera semejante se demostraría que (el cuadrado de r  
es mayor que el cuadrado de A) en el (cuadrado) de una (recta)

inconm ensurable en longitud con ella (I ), siem pre que el cua
drado de A sea m ayor que el de B en el (cuadrado) de una (rec
ta) inconm ensurable con ella (A) |X 30]2b.

P roposición 32

H allar dos (rectas) mediales conmensurables sólo en cua
drado que comprendan un rectángulo medial, de modo que el 
cuadrado de la mayor sea mayor que el de la menor en el cua
drado de una (recta) conmensurable con ella (la mayor).

Pónganse tres rectas expresables a , b . r  conmensurables 
sólo en cuadrado, de modo que el cuadrado de A sea mayor

A  t

B  i

r  *

que el de r  en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con 
ella (A) [X 29]; y sea el (cuadrado) de A igual al (rectángulo 
comprendido) por A, B. Entonces el (cuadrado) de A es medial; 
luego a es medial [X 21], Pero sea el (rectángulo comprendi
do) por A, E igual al (rectángulo comprendido) por B, r. Y dado 
que, como el (rectángulo comprendido) por A, B es al (rectán
gulo comprendido) por B, r ,  así A es a r ;  mientras que el (cua
drado) de A es igual al (rectángulo comprendido) por A, B y el 
(rectángulo comprendido) por A, E es igual al (rectángulo com-

J* Al final de la proposición suplo entre paréntesis las palabras (ei cuadra
do de r es mayor que el cuadrado de A) sin las que el texto resultaría difícil de 
entender. Sigo la versión latina de Heiberg.
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prendido) por B, R  entonces, como A es a R así el cuadrado de 
A es al (rectángulo comprendido) por A, E. Pero como el (cua
drado) de A es al (rectángulo comprendido) por A, E, así A a E; 
luego como A es a R  así A a E. Pero A es conmensurable con A 
sólo en cuadrado. Entonces A es conmensurable con E sólo en 
cuadrado [X 11]. Pero A es medial. Luego E es también medial 
[X 23]. Ahora bien, dado que, como a es a R  A es a E, mientras 
que el cuadrado de a es mayor que el de r  en el (cuadrado) de 
una (recta) conmensurable con ella (A), entonces el cuadrado 
de A será también mayor que el de E en el (cuadrado) de una 
(recta) conmensurable con ella (A) [X 14],

Digo además que el (rectángulo comprendido) por a, e es 
también medial. Pues como el (rectángulo comprendido) por 
B, I es igual al (rectángulo comprendido) por A, E y el (rectán
gulo comprendido) por B, r  es medial [X 21 ], entonces el (rec
tángulo comprendido) por a, E es también medial.

Por consiguiente, se han hallado dos (rectas) mediales a, E 
conmensurables sólo en cuadrado que comprenden un (rectán
gulo) medial, de modo que el cuadrado de la mayor es mayor 
que el de la menor en el (cuadrado) de una (recta) conmensura
ble con ella (la mayor).

De manera semejante se demostraría también que (el cua
drado de A es mayor que el de E) a su vez en el cuadrado de 
una (recta) inconmensurable con ella (A), siempre que el cua
drado de A sea mayor que el de r  en el (cuadrado) de una (rec
ia) inconmensurable con ella (A )-7.

L i-ma

Sea ABE un triángulo rectángulo que tenga recto el ángulo 
correspondiente a A y trácese la perpendicular a a. 27

27 Como en la proposición anterior sigo la versión latina de Heiberg entre 
paréntesis.
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Digo que el (rectángulo comprendido) por TB, BA es igual 
al cuadrado de BA, mientras que el (rectángulo comprendido) 

por Br, TA es igual al cuadrado de TA, 
y el (rectángulo comprendido) por 
BA, A r es igual al cuadrado de aa y 
además el (rectángulo comprendido) 
por B r, aa es igual al (rectángulo 
comprendido) por BA, A r.

En primer lugar (digo) que el (rectángulo comprendido) por 
TB, BA es igual al cuadrado de BA.

Pues como, en un triángulo rectángulo, se ha trazado la 
perpendicular AA desde el ángulo recto hasta la base, entonces 
los triángulos ABA, AAP son semejantes al triángulo entero AHI 
y entre sí [VI 8], Y puesto que el triángulo A B r es semejante al 
triángulo ABA, entonces, como TB es a BA, así Ba a BA [VI 4]; 
luego el (rectángulo comprendido) por TB, BA es igual al (cua
drado) de AB [VI 17|.

Por lo mismo entonces, el (rectángulo comprendido) por 
Br, TA es igual también al cuadrado de AT.

Ahora bien, dado que, si en un triángulo rectángulo se traza 
una perpendicular desde el ángulo recto hasta la base, la recta 
trazada es la media proporcional de los segmentos de la base 
[VI 8 Por.), entonces, como BA es a AA, así AA a Ar; luego el 
(rectángulo comprendido) por BA, Ar es igual al cuadrado de 
AA [VI 17).

Digo que el (rectángulo comprendido) por Br. AA es igual 
también al (rectángulo comprendido) por BA, Ar. Pues como, 
según hemos dicho, el triángulo ABr es semejante al (triángu
lo) aba, entonces, como Br es a TA, así ba a aa [VI 4], Por 
consiguiente, el (rectángulo comprendido) por Br, AA es igual 
al (rectángulo comprendido) por BA, A r [VI 16] Q. E. D.
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Proposición 33

H allar dos rectas inconmensurables en cuadrado que ha
gan la suma de sus cuadrados expresable pero el (rectángulo 
comprendido) p o r ellas, medial.

Pónganse dos rectas expresables AB, Br conmensurables 
sólo en cuadrado, de modo que el cuadrado de la mayor, ab,

sea mayor que el cuadrado de la menor, Br, en el cuadrado de 
una (recta) inconmensurable con ella (AB) [X 30], y divídase 
Br en dos partes iguales por el (punto) A, y apliqúese a AB un 
paralelogramo igual al cuadrado de cada una de las (rectas) ba, 
Ar y deficiente en la figura de un cuadrado, y sea el (rectángu
lo comprendido) por AE, EB (VI 28], Descríbase sobre ab el 
semicírculo aZB y trácese EZ formando ángulos rectos con ab 
y trácense AZ, ZB.

Y como AB, B r son dos rectas desiguales y el cuadrado de 
AB es mayor que el cuadrado de Br en el cuadrado de una (rec
ta) inconmensurable con ella (ab), mientras que se ha aplicado 
a AB un paralelogramo igual a la cuarta parte del cuadrado de 
Br, es decir, al cuadrado de su mitad, y deficiente en la figura 
de un cuadrado, produciendo el (rectángulo comprendido) por 
AE, EB, entonces AE es inconmensurable con EB |X 18]. Ahora 
bien, como AE es a EB, así el (rectángulo comprendido) por BA, 
AE al (rectángulo comprendido) por ab, BE, mientras que el 
(rectángulo comprendido) por BA, AE es igual al cuadrado de
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AZ, y el (rectángulo comprendido) por AB, BE al cuadrado de 
BZ; entonces el cuadrado de AZ es inconmensurable con el cua
drado de ZB; luego AZ, ZB son inconmensurables en cuadrado. 
Y como AB es expresable, entonces el cuadrado de AB es tam
bién expresable. De modo que la suma de los cuadrados de AZ, 
ZB es también expresable [1 47]. Y puesto que a su vez el (rec
tángulo comprendido) por AE, EB es igual al cuadrado de EZ y 
se ha supuesto que el (rectángulo comprendido) por AE, EB es 
igual también al cuadrado de BA, entonces ZE es igual a BA; 
luego Br es el doble de ZE; de modo que el (rectángulo com
prendido) por AB. BT es también conmensurable con el (rec
tángulo comprendido) por AB, EZ. Pero el (rectángulo com
prendido) por ab, BT es medial (X 211; luego el (rectángulo 
comprendido) por ab, EZ es también medial |X 23 Por ). Pero 
el (rectángulo comprendido) por AB, EZ es igual al (rectángulo 
comprendido) por AZ, ZB |lema]: por tanto, el (rectángu
lo comprendido) por AZ, ZB es también medial. Y se ha demos
trado que la suma de sus cuadrados es también expresable.

Por consiguiente, se han hallado las dos rectas AZ, ZB in
conmensurables en cuadrado que hacen la suma de sus cuadra
dos expresable pero el (rectángulo comprendido) por ellas, me
dial. Q. E. D.

Proposición 3 4

H allar dos rectas inconmensurables en cuadrado que ha
gan la suma de sus cuadrados medial, pero el rectángulo com
prendido p or ellas expresable.

Pónganse dos rectas mediales, AB, Br, conmensurables 
sólo en cuadrado, que comprendan un rectángulo expresable, 
de modo que el cuadrado de AB sea mayor que el de Br en el
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(cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (AB) [X 31 
ad finem] y descríbase sobre AB el semicírculo AAB, y divídase

Ar en dos partes iguales por el (punto) E, y apliqúese a la recta 
AB un paralelogramo igual al (cuadrado) de BE deficiente en la 
figura de un cuadrado, es decir, el (rectángulo comprendido) 
por az, ZB [VI 28]. Entonces AZ es inconmensurable en longi
tud con ZB [X 18]. Trácese ZA, desde Z, formando ángulos rec
tos con AB, y trácense aa, ab.

Como AZ es inconmensurable con ZB, entonces el (rectán
gulo comprendido) por BA, az es inconmensurable también 
con el (rectángulo comprendido) por ab, bz [X 11]. Pero el 
(rectángulo comprendido) por BA, AZ es igual al (cuadrado) de 
AA, y el (rectángulo comprendido) por AB. BZ (es igual) al 
(cuadrado) de AB; entonces el (cuadrado) de AA es también in
conmensurable con el (cuadrado) de AB. Y como el (cuadrado) 
de AB es medial, entonces la suma de los (cuadrados) de AA, 
AB es también medial ]IU 31; I 47). Y como Br es el doble de 
AZ, entonces el (rectángulo comprendido) por AB, BT es tam
bién el doble del (rectángulo comprendido) por AB, ZA. Pero 
el (rectángulo comprendido) por AB, Br es expresable; luego el 
(rectángulo comprendido) por AB, ZA es también expresable 
]X 6]. Pero el (rectángulo comprendido) por AB, ZA es igual 
al (rectángulo comprendido) por aa, ab (lema]; de modo que el 
(rectángulo comprendido) por AA, AB es también expresable.

Por consiguiente, se han hallado las dos rectas AA, AB incon
mensurables en cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados 
medial, pero el rectángulo comprendido por ellas expresable.

Proposición 35

H allar dos rectas inconmensurables en cuadrado que ha
gan la suma de sus cuadrados medial y  el (rectángulo com
prendido) p o r ellas medial y  además inconmensurable con la 

suma de sus cuadrados.

Pónganse dos rectas mediales conmensurables sólo en cua
drado AB, Br que comprendan un (rectángulo) medial, de

m o d o  q u e  e l  c u a d ra d o  d e  AB s e a  m a y o r  q u e  e l  c u a d ra d o  d e  Br 
e n  e l (c u a d ra d o )  d e  u n a  ( re c ta )  in c o n m e n s u ra b le  c o n  e l la  (AB) 

[X 3 2 ]. Y d e s c r íb a s e  so b re  AB e l s e m ic írc u lo  AAB, y s e a  s e m e 

ja n te  a  la  a n te r io r  e l  r e s to  (d e  la  c o n s tru c c ió n ) .
Ahora bien, como AZ es inconmensurable en longitud con 

ZB [X 18], AA es también inconmensurable en cuadrado con AB 

]X 11]. Y como el (cuadrado) de AB es medial, entonces la 
suma de los (cuadrados) de a a , a b  es también medial [III 3 1; I 
47]. Ahora bien, como el (rectángulo comprendido) por AZ, ZB 

es igual al (cuadrado) de cada una de las (rectas) BE, AZ, enton
ces BE es igual a AZ; luego B r es el doble de ZA; de modo que 
el (rectángulo comprendido) por AB, Br es el doble del (rec
tángulo comprendido) por AB, z a ; por tanto, el (rectángu
lo comprendido por AB, Br es medial; entonces el (rectángulo 
comprendido) por AB, za  es también medial [X 3 2  Por.]. Y tam
bién es igual al (rectángulo comprendido) por a a , a b  [Lema si-
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guíente a X 32]; luego el (rectángulo comprendido) por aa , ab 
es también medial. Ahora bien, como AB es inconmensurable 
en longitud con Br, mientras que LB es conmensurable con BE, 
entonces ab  es inconmensurable en longitud con BE ]X 13]; de 
modo que el (cuadrado) de AB es inconmensurable con el (rec
tángulo comprendido) por AB, BE [X 11], Pero los (cuadrados) 
de AA, AB son iguales al (cuadrado) de AB [1 47], mientras que 
el (rectángulo comprendido) por AB, za, es decir, el (rectángu
lo comprendido) por AA, AB es igual al (rectángulo comprendi
do) por AB, BE; por tanto, la suma de los (cuadrados) aa , ab es 
inconmensurable con el (rectángulo comprendido) por aa, ab .

Por consiguiente, se han hallado las dos rectas aa , ab incon
mensurables en cuadrado, que hacen la suma de sus cuadrados 
medial y el rectángulo comprendido por ellas medial y además 
inconmensurable con la suma de sus cuadrados. Q. E. D.

Proposición 36

Si se suman dos rectas expresables conmensurables sólo en 
cuadrado, la (recta) entera no es expresable; llámesela bino- 
mial.

Súmense, pues, las dos (rectas) expresables AB, B r con
mensurables sólo en cuadrado.

Digo que el total Ar no es expresable.
Pues, dado que AB es inconmensurable en longitud con BE, 

porque son conmensurables sólo en cuadrado, mientras que,
como AB es a Br, así el (rec- 

¿ g p tángulo comprendido) por AB,
B r al (cuadrado) de Br, enton

ces, el (rectángulo comprendido) por AB, BE es inconmensura
ble con el (cuadrado) de Br [X 11], Pero el doble del (rectán

gulo comprendido) por AB, Br es conmensurable con el (rec
tángulo comprendido) por AB, B r IX 6], mientras que los (cua
drados) de AB, Br son conmensurables con el (cuadrado) de 
Br, porque AB, BE son expresables conmensurables sólo en 
cuadrado |X 15], luego el doble del (rectángulo comprendido) 
por AB, Br es inconmensurable con los (cuadrados) de AB, BE. 
Y, por composición, el doble del (rectángulo comprendido) por 
AB, BE junto con los (cuadrados) de AB, BE, es decir, el (cua
drado) de AE [II 4], es inconmensurable con la suma de los 
(cuadrados) de AB, BE [X 16]: pero la suma de los (cuadrados) 
de AB, BE es expresable; entonces el cuadrado de AE no es ex
presable; de modo que AE tampoco es expresable; llámesela 
binomial. Q. E. D .2S. 28

28 A partir de aquí comienza la denominación, clasificación y descripción 
de propiedades de tipos de rectas sin razón expresable producidas por la suma 
o diferencia de dos rectas expresables inconmensurables

Según Fowi er (art. cit.) el libro X sistematiza pequeños grupos de entre la 
infinidad de rectas sin razón expresable posibles Taisbak. por su parte, rela
ciona la denominación, selección y clasificación de estos tipos de rectas con la 
motivación subyacente, a su juicio, en el libro X de los Elementos, a saber: dar 
los pasos previos necesarios para explicar el lado del pentágono regular y sus 
relaciones con el diámetro del círculo y los lados del hexágono y decágono re
gulares que serán expuestas en el libro XIII. Según esta teoría, el término «bi
nomial» respondería a que el diámetro del círculo es la suma de dos lados de 
cuadrados que no pueden reducirse a uno pero de los que puede hablarse por 
separado ek dyo onomáton, mientras que el lado del decágono es la diferencia 
(apóloma) entre los mismos lados de cuadrados.

Las razones de estos nombres así como de otras denominaciones aparente
mente más oscuras de tipos de rectas «no expresables» que van surgiendo a lo 
largo del libro X («mayor», «menor», etc.) probablemente se olvidaron, pero 
los nombres se mantuvieron junto con las definiciones de sus características 
No es de extrañar que los griegos, que están fijando una terminología específi
ca en sus usos de logas, dynamis, rhitós, etc., especialicen términos como 
meídson o elássñn para referirse a las rectas que se dividen de la misma ma
nera que la diagonal y el lado del pentágono regular, las rectas «mayor» y 
«menor» respectivamente.
228. —  3
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Proposición 37

Si se suman dos rectas mediales conmensurables sólo en 
cuadrado que comprendan un (rectángulo) expresable, la (rec
ta) entera no es expresable; llámesela primera bimedial.

Súmense, pues, las dos rectas mediales AB, Br conmensu
rables sólo en cuadrado que comprendan un (rectángulo) ex
presable.

Digo que el total Ar no es expresable.
Pues como AB es inconmensurable en longitud con Br, en

tonces los (cuadrados) de AB, Br son inconmensurables con el 
doble del (rectángulo comprendido) por AB, Br [X 36; I I9-20].

Ahora bien, por composición, los (cua-
* _____® d r a d o s )  de AB, Br junto con el doble del

(rectángulo comprendido) por AB, Br, 
que es precisamente el (cuadrado) de AT [II 4], es inconmensu
rable con el (rectángulo comprendido) por AB, Br; y el (rectán
gulo comprendido) por AB, Br es expresable; porque se ha su
puesto que AB, Br comprenden un (rectángulo) expresable. Por 
tanto, el cuadrado de Ar no es expresable [X Def. 4]; llámesela 
primera bimedial29.

29 Aparte de los dos bloques de seis lipos de rectas cada uno, que se agru
pan bajo las denominaciones «binomial» y «apótoma» y que serán definidos 
en las segundas y terceras definiciones respectivamente, aparece en el libro X 
otra serie de rectas de las que no hay definiciones explícitas. Es el caso de la 
«primera bimedial» y la «segunda bimedial».

Como explica Fowlf.r (art. cit., pág. 259) se trata de una clasificación ge
neral que abarca trece tipos de rectas, entre las que se contaría la primera bi
medial. que no se verá expuesta con claridad hasta el final del libro (X III). 
En esta clasificación general no se definen expresamente las rectas que la 
componen. Hay además una subclasificación de dos bloques de rectas «bino- 
mialcs» y «apotemas» en seis tipos diferentes cada una que están explícita-
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Proposición 38

Si se suman dos rectas mediales conmensurables sólo en 

cuadrado que comprendan un (rectángulo) medial, la (recta) 
entera no es expresable; llámesela segunda bimedial.

Súmense, pues, las dos (rectas) mediales AB, Br conmensu
rables sólo en cuadrado que comprendan un (rectángulo) me
dial.

Digo que A r no es expresable.
Póngase, pues, la (recta) expresable AE y apliqúese a AE el 

rectángulo AZ igual al (cuadrado) de Ar, de modo que produz-

B
a i ------------------ 1------------ 1 r

a e H

E Z

ca la anchura AH [144], Y como el (cuadrado) de Ar es igual a 
los (cuadrados) de AB, Br y el doble del (rectángulo compren
dido) por AB, Br [II 4], apliqúese ahora a AE el (rectángulo) E0 
igual a los (cuadrados) de AB, Br; entonces el (rectángulo) res
tante e z  es igual al doble del (rectángulo comprendido) por 
AB, Br. Y como cada una de las (rectas) AB, Br es medial, en
tonces los (cuadrados) de AB, B r son también mediales. Pero 
se ha supuesto que el doble del (rectángulo comprendido) por

mente definidas bajo los rótulos «Segundas definiciones» y «Terceras defini
ciones» respectivamente. Según Fowler, esta subclasificación responde al me
canismo interno al libro X de hallar rectas sin razón expresable.
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AB, Br es también medial. Y E0 es igual a los (cuadrados) de 
AB, Br, mientras que Z0 es igual al doble del (rectángulo com
prendido) por AB, Br; entonces cada uno de los (rectángulos) 
E0, 0Z es medial. Y se han aplicado a la (recta) expresable ae; 
luego cada una de las (rectas) A0, 0H es expresable e incon
mensurable en longitud con AE [X 22], Así pues, dado que AB 
es inconmensurable en longitud con BE, y que, como AB es a 
Br, así el (cuadrado) de AB al (rectángulo comprendido) por 
AB, Br; entonces el (cuadrado) de AB es inconmensurable con 
el (rectángulo comprendido) por a b , Br [X 11], Pero la suma 
de los (cuadrados) de AB, Br es conmensurable con el (cuadra
do) de AB [X 15], y el doble del (rectángulo comprendido) por 
AB, Br es conmensurable con el (rectángulo comprendido) 
por AB, B r [X 6], Por tanto, la suma de los (cuadrados) de AB, 
Br es inconmensurable con el doble del (rectángulo compren
dido) por AB, Br [X 13], Pero E0 es igual a los (cuadrados) de 
AB, Br, y 0Z es igual al doble del (rectángulo comprendido) 
por a b , Br. Luego E© es inconmensurable con 0Z; de modo 
que A0 es también inconmensurable en longitud con 0H [VI 1]. 
Entonces A0, 0H son expresables conmensurables sólo en cua
drado. De modo que AH no es expresable [X 36]. Pero AE es 
expresable; y el rectángulo comprendido por una (recta) no ex
presable y una expresable no es expresable [X 20]; entonces el 
área AZ no es expresable, y el lado del cuadrado igual a ella no 
es expresable [X Def. 4], Pero AE es el lado del cuadrado igual 
a AZ; por consiguiente Ar no es expresable; llámesela segunda 
bimedial. Q. E. D.

Proposición 39

Si se suman dos rectas inconmensurables en cuadrado que 

hagan la suma de sus cuadrados expresable y el (rectángulo
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comprendido) por ellas medial; la (recta) entera no es expre
sable; llámesela «m ayor».

Súmense pues las dos rectas AB, BP inconmensurables en 
cuadrado que cumplan las condiciones propuestas [X 33],

Digo que Ar no es expresable.
Pues como el (rectángulo comprendido) por a b , bp  es me

dial, el doble del (rectángulo comprendido) por a b , BT es 
medial [X 6 y 23 Por.]. Pero la suma 
de los (cuadrados) de a b , Br es ex- A b r
presable; entonces el doble del (rec
tángulo comprendido) por AB, B r es inconmensurable con la 
suma de los (cuadrados) de AB, Br; de modo que los (cuadra
dos) de AB, B r junto con el doble del (rectángulo comprendi
do) por AB, BP, que es precisamente el cuadrado dé Ar también 
es inconmensurable con la suma de los (cuadrados) de a b , B f 

[X 16]. Por consiguiente, el (cuadrado) de AP no es expresable; 
de modo que A T tampoco es expresable |X Def. 4]; llámesela 
«mayor». Q. E. D .30.

P r o p o s i c i ó n  4 0
Si se suman dos rectas inconmensurables en cuadrado que 

hagan la suma de sus cuadrados medial y  el ( rectángulo com
prendido) por ellas expresable, la (recta) entera no es expresa- 
ble; llámesela lado del cuadrado equivalente a un área expre
sable más un área medial.

3,1 La «mayor» es oirá de las recias que pertenecen a la clasificación que 
hemos llamado general y que no se definen expresamente. Según Taisbak, su 
nombre obedece probablemente a que corresponde a la recta «mayor» del pen
tágono regular que es la diagonal.
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Súmense, pues, las dos rectas a b , Br inconmensurables en 
cuadrado que cumplan las condiciones propuestas [X 34].

Digo que Ar no es expresable.
Pues como la suma de los cuadrados de AB, B r es 

medial, el doble del (rectángulo comprendido) por AB, 
BT es expresable, entonces la suma de los (cuadrados) 
de AB, Br es inconmensurable con el doble del (rectán-B
guio comprendido) por AB, Br [X 16], De modo que 
también el (cuadrado) de Ar es inconmensurable con 

r el doble del (rectángulo comprendido) por ab, Br. Pero 
el doble del (rectángulo comprendido) por AB, Br es expresa- 
ble; luego el cuadrado de Ar no es expresable. Por tanto, AP no 
es expresable; llámesela lado del cuadrado equivalente a un 
área expresable más un área medial. Q. E. D. ■, | .

Proposición 41

Si se suman dos rectas inconmensurables en cuadrado que 
hagan la suma de sus cuadrados medial y el ( rectángulo com
prendido) p or ellas también medial e inconmensurable además 
con la suma de sus cuadrados, entonces la (recta) entera no es 

expresable; llámesela lado del cuadrado equivalente a la suma 
de dos áreas mediales.

Súmense, pues, las dos rectas AB, Br inconmensurables en 
cuadrado que cumplan las condiciones propuestas [X 351.

Digo que AI no es expresable.

11 El «lado del cuadrado equivalente a un área expresable más un área 
medial» es la sexta recta sin razón expresable que aparece en la clasificación 
general.
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Póngase la recta expresable AE y apliqúese a AE el (rectán
gulo) AZ igual a los (cuadrados) de AB, B r y el (rectángulo) He 
igual al doble del (rectángulo comprendido) 
por AB, Br; entonces el (rectángulo) entero 
A0 es igual al (cuadrado) de Ar [II 4] y 
como la suma de los (cuadrados) de AB, Br 
es medial y es igual a AZ, entonces AZ es 
medial. Y se ha aplicado a la (recta) expre
sable AE; luego AH es también expresable e 
inconmensurable en longitud con AE [X
22]. Por lo mismo, HK es también expresa- 
ble e inconmensurable en longitud con HZ, \ £ f.
es decir, con AE. Y como los (cuadrados) de 
AB, Br son inconmensurables con el doble del (rectángulo 
comprendido) por AB, Br, AZ es inconmensurable con H0; de 
manera que AH también es inconmensurable con HK [VI 1, X
11]. Y son expresables; entonces AH, HK son conmensurables 
sólo en cuadrado; luego AK, la llamada binomial, no es expre
sable [X 36], Pero AE es expresable; entonces el (rectángulo) 
A0 no es expresable, y el lado del cuadrado igual a él no es ex
presable [X Def. 4], Pero Ar es el lado del cuadrado igual a 
0A. Por tanto, Ar no es expresable; llámesela lado del cuadra
do equivalente a la suma de dos áreas mediales. Q. E. D.32.

Lema
Y que las antedichas rectas no expresables se dividen de 

una sola manera en las rectas de las que se componen dando 
lugar a los tipos propuestos lo demostraremos enseguida, des
pués de adelantar el siguiente lema.

52 En esta proposición se nos muestra la séptima recta sin razón expresa- 
ble de la clasificación general: «lado del cuadrado equivalente a la suma de 
dos áreas mediales».
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Póngase una recta ab  y córtese la (recta) entera en partes 
desiguales por cada uno de los puntos r , a ; y supóngase que A r 
es mayor que AB.

Digo que los cuadrados de Ar, rB son mayores que los cua
drados de A A, AB.

Divídase, pues, AB en dos partes iguales por el (punto) E. Y 
como A r es mayor que AB, quítese de ambos Ar; entonces la 

(recta) restante aa es mayor que la (rec- 
a~ 4 e r  B ta) restante rB. Pero AE es igual a EB;

entonces AE es menor que Er; luego los 
(puntos) r ,  A no están a iguai distancia del punto de bisección. 
Y como el (rectángulo comprendido) por Ar, rB junto con el 
(cuadrado) de E r es igual al (cuadrado) de EB [II 5], mientras 
que el (rectángulo comprendido) por aa , ab junto con el (cua
drado) de AE es igual al (cuadrado) de EB [id.], entonces el 
(rectángulo comprendido) por Ar, TB junto con el (cuadrado) 
de Er es igual al (rectángulo comprendido) por aa , ab junto 
con el (cuadrado) de AE; de los cuales el (cuadrado) de ae es 
menor que el (cuadrado) de Er; luego el (rectángulo) restante 
(comprendido) por Ar, TB es menor que el (rectángulo com
prendido) por A A, AB. De modo que el doble del (rectángulo 
comprendido) por Ar, TB es también menor que el doble del 
(rectángulo comprendido) por AA, AB.

Por consiguiente, el resto, la suma de los (cuadrados) de 
AT, rB es mayor que la suma de los (cuadrados) de AA, AB. 
Q. E. D. 33. 31

31 En el lema aparece la expresión poiousón tá prokeímena eídé «dando 
lugar a los tipos propuestos». La palabra ei'dé, por contar con un campo se
mántico tan amplio, resulta sumamente ambigua, la traduzco por «tipos» (de 
rectas sin razón expresable). La expresión en su conjunto también podría sig
nificar aquí «cumpliendo las condiciones propuestas».
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P r o p o s ic ió n  42

La recta binomial se divide en sus términos p or un sólo 

punto.

Sea dividida en sus términos la (recta) binomial AB por el 
(punto) T; entonces Ar, rB son (rectas) expresables conmensu
rables sólo en cuadrado (X 361.

Digo que AB no se divide por otro punto en dos rec
tas expresables conm ensurables sólo en cuadrado.

Pues, si es posible, divídase también por el (punto)
A, de modo que aa , ab sean (rectas) expresables con
mensurables sólo en cuadrado. Entonces queda claro 
que Ar no es la misma que AB. Pues, si es posible, séalo. 
Entonces aa será también la misma que rB; y como Ar 
es a rB, así será BA a aa , ab  resultará dividida también 
por el punto a de la misma manera que por el punto T; lo 
cual precisamente se ha supuesto que no. Luego Ar no b 
es la misma que AB. Por eso los puntos r, a tampoco es
tán a igual distancia del punto de bisección. Luego en aquello 
en lo que los (cuadrados) de AT, TB difieren de los (cuadrados) 
de AA, AB, en eso difieren también el doble del (rectángulo 
comprendido) por aa , ab del doble del (rectángulo comprendi
do) por Ar, TB, porque, tanto los (cuadrados) de Ar, rB junto 
con el doble del (rectángulo comprendido) por Ar, TB, como 
los (cuadrados) de aa , ab junto con el doble del (rectángulo 
comprendido) por aa , ab son iguales al (cuadrado) de AB [II
4]. Pero los (cuadrados) de Ar, TB difieren de los (cuadrados) 
de AA, AB en un área expresable; pues ambos son expresables; 
luego el doble del (rectángulo comprendido) por aa , ab tam
bién difiere del doble del (rectángulo comprendido) por Ar, TB 
en un área expresable, aún siendo medial [X 21]; lo cual es ab
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surdo; porque un (área) medial no excede a otra (área) medial 
en un (área) expresable [X 26].

Por consiguiente, la recta binomial no se divide por dife
rentes puntos; luego se divide por uno sólo. Q. E. D.

Proposición 43

La recta primera bimedial se divide por un sólo punto.

Sea dividida la recta primera bimedial AB por el (punto) r, 
de modo que Af, TB sean (rectas) mediales conmensurables

sólo en cuadrado que com- 
¿ prendan un (rectángulo) ex

presable [X 37].
Digo que AB no se divide por otro punto.
Pues, si es posible, divídase también por el (punto) a, de 

modo que las rectas aa , ab sean (rectas) mediales conmensura
bles sólo en cuadrado que contengan un (rectángulo) expresa- 
ble. Pues como en aquello en que difiere el doble del (rectán
gulo comprendido) por aa , a b , del doble del (rectángulo 
comprendido) por Ar, TB, en eso difieren los (cuadrados) de 
Ar, TB de los (cuadrados) de AA, AB, mientras que el doble del 
(rectángulo comprendido) por AA, AB difiere del doble del (rec
tángulo comprendido) por AT, TB en un (área) expresable. por
que ambas son expresables. entonces los (cuadrados) de Ar. TB 
difieren también de los (cuadrados) de AA, AB en un (área) ex
presable. aun siendo mediales; lo cual es absurdo [X 26].

Por consiguiente, la (recta) primera bimedial no se divide 
en sus términos por diferentes puntos; luego se divide por uno 
sólo. 0 l: D.
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Proposición 44

La recta segunda bimedial se divide por un sólo punto.

Sea dividida la (recta) segunda bimedial AB por el punto r, 
de modo que Ar, TB sean (rectas) mediales conmensurables

i----------- 1— i-------------1
A  A  r  B

E  M  e  ______  N

Z  A H  K

sólo en cuadrado que comprendan un rectángulo medial [X 
38J; entonces queda claro que r  no es el punto de bisección, 
porque los segmentos no son conmensurables en longitud.

Digo que AB no se divide por otro punto.
Pues, si es posible, divídase por el (punto) a, de modo que 

Ar no sea la misma que AB, sino que Ar sea por hipótesis ma
yor; entonces es evidente que los (cuadrados) de aa, ab, según 
hemos demostrado más arriba [Lema] también son menores 
que los (cuadrados) de Ar, TB; supóngase que AA, AB son (rec
tas) mediales conmensurables sólo en cuadrado que compren
dan un (rectángulo) medial. Y póngase la (recta) expresable 
EZ, y apliqúese a EZ un paralelogramo rectángulo, EK, igual al 
(cuadrado) de AB; quítese, por otra parte, EH igual a los (cua
drados) de Ar, TB; entonces el resto eK es igual al doble del 
(rectángulo comprendido) por Ar, TB [II 4]. Quítese, a su vez, 
EA igual a los (cuadrados) de Ar, TB que precisamente se ha 
demostrado que son menores que los de Ar, I B ILema]; enton
ces el (rectángulo) restante MK es también igual al doble del 
(rectángulo comprendido) por aa, ab. Y como los (cuadrados)
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de Ar, TB son mediales, entonces EH es medial. Y se ha aplica
do a la (recta) expresable EZ, luego E0 es expresable e incon
mensurable en longitud con EZ [X 22], Por lo mismo, enton
ces, 0N es también expresable e inconmensurable en longitud 
con EZ. Y puesto que Ar, TB son mediales y conmensurables 
sólo en cuadrado, entonces Ar es inconmensurable en longitud 
con TB. Pero, como A r es a TB, así el (cuadrado) de A r es al 
(rectángulo comprendido) por Ar, TB; entonces el (cuadrado) 
de A r es inconmensurable con el (rectángulo comprendido) 
por Ar, TB [X 11]: pero los (cuadrados) de Ar, TB son conmen
surables con el (cuadrado) de Ar; porque Ar, TB son conmen
surables en cuadrado [X 15]. Ahora bien, el doble del (rectán
gulo comprendido) por a t , TB es conmensurable con el 
(rectángulo comprendido) por Ar, TB [X 6]. Entonces los (cua
drados) de Ar, TB son también inconmensurables con el doble 
del (rectángulo comprendido) por Ar, TB [X 13], Pero EH es 
igual a los (cuadrados) de Ar, TB, mientras que 0K es igual al 
doble del (rectángulo comprendido) por Ar, TB; luego EH es in
conmensurable con 0K; de modo que E0 es también inconmen
surable en longitud con ©N [VI 1; X 11], Y son expresables; 
entonces E0, 0N son (rectas) expresables conmensurables 
sólo en cuadrado. Pero si se suman dos rectas expresables 
conmensurables sólo en cuadrado, la recta entera, la llamada 
binomial, no es expresable; entonces EN es una (recta) bino- 
mial dividida por el (punto) 0. Siguiendo el mismo procedi
miento se demostraría que EM, MN son expresables y con
mensurables sólo en cuadrado; y EN será una (recta) binomial 
dividida por los puntos diferentes 0 , M; ahora bien, E0 no es 
la misma que MN, porque los (cuadrados) de a f , tb son ma
yores que los (cuadrados) de AA, AB. Pero los cuadrados de 
aa , AB son mayores que el doble del (rectángulo comprendi
do) por AA, AB; luego los (cuadrados) de A r, TB, es decir EH, 
son mucho mayores que el doble del (rectángulo comprendí-
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do) por AA, AB, es decir, MK; de modo que E© es también ma
yor que MN.

Por consiguiente, E0 no es la misma que MN. Q E. D

Proposición 45

La recta «mayor» se divide por uno y el mismo punto.

Sea dividida la recta «mayor» AB por el (punto) r  de modo 
que AI~, TB sean (rectas) inconmensurables en cuadrado que 
hagan la suma de los cuadrados de AT, TB expresable, 
pero el (rectángulo comprendido) por Ar, TB medial [X 
39],

Digo que AB no se divide por otro punto.
Pues, si es posible, divídase también por el (punto) a 

de modo que AA, AB sean (rectas) inconmensurables en 
cuadrado que hagan la suma se los cuadrados de aa, AB 
expresable, pero el (rectángulo comprendido) por ellas 
medial. Y como en aquello en que los (cuadrados) de 
Ar, TB difieren de los (cuadrados) de aa, AB, en eso difiere 
también el doble del (rectángulo comprendido) por aa, ab del 
doble del (rectángulo comprendido) por Ar, TB, mientras que 
los (cuadrados) de Ar, TB exceden a los (cuadrados) de aa, ab 
en un (área) expresable, porque ambos son expresables; enton
ces el doble del (rectángulo comprendido) por aa, ab también 
excede del doble del (rectángulo comprendido) por Ar, TB en 
un (área) expresable, aun siendo mediales; lo cual es imposible 
[X 26]. Luego la (recta) «mayor» no se divide por diferentes 
puntos. Por consiguiente, se divide sólo por uno y el mismo 
punto. Q E D.
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Proposición 46

E l lado del cuadrado equivalente a un área expresable más 
un área medial se divide sólo p or un punto.

Sea dividido el lado del cuadrado equivalente a un (área) 
expresable más un área medial AB por el punto r, de modo que 

AL, TB sean (rectas) inconmensurables en cuadrado que 
hagan la suma de los (cuadrados) de Ar, PB medial, y el 
doble del (rectángulo comprendido) por A r, AB expresa-

A ble [X 40].
r Digo que AB no se divide por otro punto.

Pues, si es posible, divídase también por el (punto) 
A, de modo que aa, AB sean (rectas) inconmensurables 
en cuadrado que hagan la suma de los (cuadrados) de
AA, AB medial y el doble del (rectángulo com prendido)B
por AA, AB expresable. Pues como en aquello en que di

fiere el doble del (rectángulo comprendido) por AT, PB del do
ble del (rectángulo comprendido) por AA, AB, en eso difieren 
también los (cuadrados) de aa, ab de los (cuadrados) de AP, TB 

y el doble del (rectángulo comprendido) por Ar, PB excede del 
doble del (rectángulo comprendido) por aa , ab en un (área) 
expresable, entonces los (cuadrados) de aa , ab también exce
den a los (cuadrados) de A r, PB en un (área) expresable, aún 
siendo mediales; lo cual es imposible [X 26]. Luego el lado del 
cuadrado equivalente a un (área) expresable más un (área) me
dial no se divide por diferentes puntos.

Por consiguiente, se divide por un solo punto. Q. E. D.

Proposición 47

E l lado del cuadrado equivalente a la suma de dos (áreas) 
mediales se divide p or un sólo punto.

Sea dividida AB por el punto r , de modo que Ar, PB sean 
(rectas) inconmensurables en cuadrado que hagan la suma de 
los cuadrados de Ar, TB medial 
y el (rectángulo comprendido) 
por Ar, TB medial también e 
inconmensurable con la suma 
de sus cuadrados.

Digo que AB no se divide 
por otro punto cumpliendo las 
condiciones propuestas.

Pues, si es posible, divída
se por el (punto) A de modo 
que sea evidente que A r no es 
la misma que AB, sino mayor que A r por hipótesis.

Y póngase la (recta) expresable EZ, y apliqúese a EZ el 
(rectángulo) EH igual a los (cuadrados) de Ar, TB, y el rectán
gulo 0K igual al doble del (rectángulo comprendido) por A r, 
PB; entonces el (rectángulo) entero EK es igual al cuadrado de 
AB [II 4]. Apliqúese, a su vez, a EZ el (rectángulo) EA igual a 
los (cuadrados) de aa, AB; entonces, el resto, el doble del (rec
tángulo comprendido) por aa , ab es igual al resto MK. Y como 
se ha supuesto que la suma de los (cuadrados) de Ar, TB es me
dial, entonces EH también es medial. Y se ha aplicado a la (rec
ta expresable) EZ. Luego 0E es expresable e inconmensurable 
en longitud con EZ [X 22], Por lo mismo, entonces, 0N es una 
recta expresable inconmensurable en longitud con EZ. Y como 
la suma de los (cuadrados) de A r, TB es inconmensurable con
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el doble del (rectángulo comprendido) por Ar, TB, entonces EH 
es inconmensurable con HN; de modo que EG es inconmensu
rable con 0N [VI 1; X 11]. Y son expresables; entonces EG, 0N 
son expresables conmensurables sólo en cuadrado; luego EN es 
una (recta) binomial dividida por el (punto) 0  [X 36], De ma
nera semejante demostraríamos que también se divide por el 
(punto) M. Ahora bien, EG no es la misma que MN; entonces 
una (recta) binomial se ha dividido por dos puntos diferentes; 
lo cual es absurdo [X 42], Luego el lado del cuadrado equiva
lente a la suma de dos (áreas) mediales no se divide por dos 
puntos diferentes.

Por consiguiente, se divide por uno sólo.

SEGUNDAS DEFINICIONES 34

1. Dada una recta expresable y otra binomial dividida en sus
términos, de forma que el cuadrado del término mayor 
sea mayor que el cuadrado del (término) menor en el 
(cuadrado) de una recta conmensurable en longitud con 
él (el mayor); si el término mayor es conmensurable en 
longitud con la recta expresable dada, llámese (la recta 
entera) primera binomial.

2. Y si el término menor es conmensurable en longitud con
la (recta) expresable, llámese (la recta entera) segunda 
binomial.

34 Tras los siete primeros tipos de rectas (medial, binomial, primera bime- 
dial, segunda bimedial, mayor, lado del cuadrado equivalente a un área expre
sable más un área medial y lado del cuadrado equivalente a la suma de dos 
áreas mediales) y sus propiedades, Euclides presenta en estas Segundas Defi
niciones una subclasificación de las binomiales en seis tipos diferentes. En las 
proposiciones 48-53 enseña la forma de hallar cada una de ellas.

3. Pero si ninguno de los términos es conmensurable en lon
gitud con la recta expresable dada, llámese (la recta en
tera) tercera binomial.

4. Si el cuadrado del término mayor es, a su vez, mayor (que
el del menor) en el cuadrado de una (recta) inconmensu
rable en longitud con el mayor, entonces, si el término 
mayor es conmensurable en longitud con la (recta) ex
presable dada, llámese (la recta entera) cuarta binomial.

5. Pero si (lo es) el menor, quinta.
6. Y si ninguno de los dos, sexta.

P roposición 48  

Hallar una recta primera binomial

Pónganse dos números AT, FB de modo que su suma AB 
guarde con BF la razón que un número cuadrado guarda con un

a i-------------1 e t—— ------------ — i

E I---O - .'.I------r-wt---- '
Z H

a r  b

número cuadrado, pero no guarde con TA la razón que un nú
mero cuadrado guarda con un número cuadrado [Lema 1 des
pués de X 28]. Y póngase una recta expresable a, y sea la rec
ta EZ conm ensurable en longitud con A. Entonces EZ es 
también expresable. Y como el número BA es al número AT, 
sea así el cuadrado de EZ al cuadrado de ZH [X 6 Por.]. Pero AB 
guarda con Ar la razón que un número guarda con un número; 
entonces el cuadrado de EZ guarda también con el cuadrado de
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ZH la razón que un número guarda con un número; de modo 
que el (cuadrado) de EZ es conmensurable con el (cuadrado) de 
ZH [X 6], Y EZ es expresable, luego ZH es también expresable. 
Ahora bien, dado que BA no guarda con Ar la razón que un nú
mero cuadrado guarda con un número cuadrado, entonces el 
cuadrado de EZ tampoco guarda con el cuadrado de 7.H la razón 
que un número cuadrado guarda con un número cuadrado. 
Luego EZ es inconmensurable en longitud con ZH [X 9]. En
tonces EZ, ZH son (rectas) expresables conmensurables sólo en 
cuadrado. Luego eh es binomial [X 36|.

Digo que también es primera.
Pues, dado que como el número BA es al (número) AT, así 

el (cuadrado) de EZ al (cuadrado) de ZH, y que BA es mayor 
que AL, entonces, el (cuadrado) de EZ es también mayor que 
el (cuadrado) de ZH. Sean, pues, los (cuadrados) de ZH, 0 
iguales al (cuadrado) de EZ. Y dado que, como BA es a AT, así 
el (cuadrado) de EZ al (cuadrado) de ZH, entonces, por con
versión, como AB es a BE, así el (cuadrado) de EZ al (cuadra
do) de O [V 19 Por.|. Pero AB guarda con BT la razón que un 
número cuadrado guarda con un número cuadrado; entonces 
el (cuadrado) de EZ guarda con el (cuadrado) de e  la razón 
que un número cuadrado guarda con un número cuadrado. 
Luego EZ es conmensurable en longitud con 0  [X 9|; por tan
to. el cuadrado de EZ es mayor que el (cuadrado) de ZH en el 
cuadrado de una (recta) conmensurable con ella (F.Z). Y EZ. 
ZH son (rectas) expresables, y EZ es conmensurable en longi
tud con A.

Por consiguiente EH es una primera binomial. Q E. O.
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Proposición 49

Hallar una (recta) segunda binomial.

Pónganse dos números Ar, TB de modo que su suma AB 
guarde con BE la razón que un número cuadrado guarda con un 
número cuadrado, pero no guarde con AF la razón que un nú
mero cuadrado guarda con un número 
cuadrado, y póngase la recta expresable 
A, y sea la recta EZ conmensurable en 
longitud con A; entonces EZ es expresa- 
ble. Y hágase de forma que, como el nú
mero rA es al número AB, sea así el 
(cuadrado) de EZ al (cuadrado) de ZH (X 
6 Por.]; entonces el (cuadrado) de EZ es 
conmensurable con el cuadrado de ZH 
[X 6], Luego ZH es expresable. Ahora bien, dado que el núme
ro TA no guarda con el (número) AB la razón que un número 
cuadrado guarda con un número cuadrado, ni el cuadrado de 
EZ guarda con el (cuadrado) de ZH la razón que un número 
cuadrado guarda con un número cuadrado; entonces EZ es in
conmensurable en longitud con ZH [X 9]; luego EZ, ZH son 
(rectas) expresables conmensurables sólo en cuadrado; por tan
to, EH es binomial.

Hay que demostrar ahora que también es segunda.
Pues, dado que, por inversión, como el número BA es al 

(número) AF, así el (cuadrado) de HZ al (cuadrado) de ZE, 
mientras que BA es mayor que Ar; entonces el cuadrado de HZ 
es mayor que el (cuadrado) de ZE.

Sean los (cuadrados) de EZ, 0  iguales al (cuadrado) de HZ; 
entonces, por conversión, como AB es a Br, así el (cuadrado) 
de ZH al (cuadrado) de 0  [V 19 Por.]. Pero AB guarda con Br la
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razón que un número cuadrado guarda con un número cuadra
do; luego el (cuadrado) de ZH guarda también con el (cua
drado) de © la razón que un número cuadrado guarda con un 
número cuadrado. Por tanto, ZH es conmensurable en longitud 
con 0  [X 9]; de modo que el cuadrado de ZH es mayor que el 
cuadrado de ZE en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable 
con ella (ZH). Ahora bien, ZH, ZE son (rectas) racionales con
mensurables sólo en cuadrado, y el término menor EZ es 
conmensurable en longitud con la (recta) expresable dada A.

Por consiguiente, EH es una segunda binomial. Q E. D

Proposición 50

Hallar una (recta) tercera binomial.

Pónganse dos números Aí\ TB de modo que su suma AB 
guarde con Br la razón que un número cuadrado guarda con un

a r  bi------ —i
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número cuadrado, pero no guarde con Ar la razón que un nú
mero cuadrado guarda con un número cuadrado. Póngase otro 
número cualquiera A, que no sea cuadrado y que no guarde con 
ninguno de los números BA, Ar la razón que un número cua
drado guarda con un número cuadrado; póngase una recta ex
presable E y hágase de forma que, como A es a AB, sea así el 
(cuadrado) de E al cuadrado de la (recta) ZH [X 6 Por.]. Enton
ces, el cuadrado de E es conmensurable con el (cuadrado) de 
ZH [X 6], Ahora bien, E es una (recta) expresable; luego ZH es

también expresable. Y dado que A no guarda con AB la razón 
que un número cuadrado guarda con un número cuadrado, ni el 
cuadrado de E guarda con el (cuadrado) de ZH la razón que un 
número cuadrado guarda con un número cuadrado, entonces E 
es inconmensurable en longitud con ZH (X 9). Hágase de for
ma que, como el número BA es al (número) AT, sea así, a su 
vez, el (cuadrado) de ZH al (cuadrado) de H0 |X 6 Por.]; enton
ces el (cuadrado) de ZH es conmensurable con el (cuadrado) de 
H0 [X 6], Pero ZH es una (recta) expresable; entonces H0 es 
también expresable. Y dado que BA no guarda con AE la razón 
que un número cuadrado guarda con un número cuadrado, el 
(cuadrado) de ZH tampoco guarda con el (cuadrado) de 0H la 
razón que un número cuadrado guarda con un número cuadra
do. Entonces ZH es inconmensurable en longitud con 0H [X 9). 
Luego ZH, H0 son (rectas) expresables conmensurables sólo en 
cuadrado; por tanto, Z0 es binomial [X 361.

Digo que también es tercera.
Así pues, dado que como A es a AB, así el (cuadrado) de E 

es al (cuadrado) de ZH, mientras que, como BA es a Af, así el 
(cuadrado) de ZH al (cuadrado) de H0, entonces, por igualdad, 
como A es a AT, así el (cuadrado) de E al (cuadrado) de H0 [V 
22]. Pero A no guarda con AE la razón que un número cuadrado 
guarda con un número cuadrado; entonces el (cuadrado) de E 
tampoco guarda con el cuadrado de H0 la razón que un núme
ro cuadrado guarda con un número cuadrado; luego E es incon
mensurable en longitud con H0 |X  9]. Ahora bien, dado que, 
como BA es a Ar, así el (cuadrado) de ZH al (cuadrado) de H0, 
entonces el (cuadrado) de ZH es mayor que el (cuadrado) de 
H0. Pues bien, sean los (cuadrados) de H0, K iguales al (cua
drado) de ZH; entonces, por conversión, como AB es a Br, así 
el (cuadrado) de ZH al (cuadrado) de K [V 19 Por.]. Pero AB 
guarda con Br la razón que un número cuadrado guarda con un 
número cuadrado; entonces el (cuadrado) de ZH guarda con el
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(cuadrado) de K la razón que un número cuadrado guarda con 
un número cuadrado; luego ZH es conmensurable en longitud 
con K [X 9]. Por tanto, el cuadrado de ZH es mayor que el cua
drado de He en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable 
con ella (ZH). Y ZH, H0 son (rectas) expresables conmensura
bles sólo en cuadrado, y ninguna de ellas es conmensurable en 
longitud con E.

Por consiguiente. 70  es una tercera binomial. Q E. D.

P roposición 51

Hallar una (recia) ruana binomial.

Pónganse dos números AF. FB de modo que AB no guarde 
ni con BT, ni con AT la razón que un número cuadrado guarda 

con un número cuadrado. Póngase la recta 
expresable A y sea la (recta) EZ conmensura
ble en longitud con A; entonces EZ es expre
sable. Y hágase de forma que, como el nú
mero ba es al (número) AT\ sea así el 
(cuadrado) de EZ al (cuadrado) de ZH [X 6 
Por.j. Entonces el (cuadrado) de EZ es con
mensurable con el (cuadrado) de ZH (X 6). 
Luego ZH es también expresable. Y dado que 
BA no guarda con AE la razón que un número 
cuadrado guarda con un número cuadrado, ni 

el (cuadrado) de F.7. guarda con el (cuadrado) de 7.H la razón 
que un número cuadrado guarda con un número cuadrado; en
tonces EZes inconmensurable en longitud con ZH [X 9], Luego 
EZ, ZH son (rectas) expresables conmensurables sólo en cua
drado; de modo que EH es binomial.

Digo ahora que también es cuarta.

T A

A
■ ■ M
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n
B

Pues, dado que como BA es a AF, así el (cuadrado) de EZ al 
(cuadrado) de ZH, entonces el (cuadrado) de EZ es mayor que 
el (cuadrado) de ZH. Pues bien, sean los (cuadrados) de ZH. 0  
iguales al (cuadrado) de EZ; entonces, por conversión, como el 
número AB es al (número) Br, así el (cuadrado) de EZ al (cua
drado) de 0  [V 19 Por.]. Pero AB no guarda con Br la razón 
que un número cuadrado guarda con un número cuadrado; en
tonces el (cuadrado) de EZ tampoco guarda con el (cuadrado) 
de 0  la razón que un número cuadrado guarda con un número 
cuadrado. Luego EZ es inconmensurable en longitud con 0  [X 
9|. Por tanto, el cuadrado de EZ es mayor que el de HZ en el 
(cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (EZ). Aho
ra bien, EZ, ZH son (rectas) expresables conmensurables sólo 
en cuadrado, y EZ es conmensurable en longitud con A.

Por consiguiente, EH es una cuarta binomial. Q. E. D.

P roposición 52

Hallar una (recta) quinta binomial.

Pónganse dos números AF, TB de modo que AB no guarde 
con ninguno de ellos la razón que un número cuadrado guar
da con un número cuadrado; póngase una 
(recta) expresable cualquiera A, y sea la (recta)
EZ conmensurable con A; entonces EZ es ex
presable. Hágase de forma que como FA es a 
AB, sea así el (cuadrado) de EZ al (cuadrado) 
de ZH (X 6 Por.]. Pero ( A no guarda con AB 
la razón que un número cuadrado guarda con 
un número cuadrado; entonces el (cuadrado) 
de EZ tampoco guarda con el (cuadrado) de H l

___ ■__l _ ____ I ~
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cuadrado. Luego EZ, ZH son (rectas) expresables conmensura
bles sólo en cuadrado [X 9). Por tanto, EH es binomial |X  36],

Digo ahora que también quinta.
Pues, dado que, como TA es a ab, así el (cuadrado) de EZ al 

(cuadrado) de ZH, entonces, por inversión, como BA es a Ar, 
así el (cuadrado) de ZH al (cuadrado) de ZE. Luego el (cuadra
do) de HZ es mayor que el (cuadrado) de ZE. Pues bien, sean 
los (cuadrados) de EZ, © iguales al (cuadrado) de HZ; entonces, 
por conversión, como el número AB es al (número) Br, así el 
(cuadrado) de HZ al (cuadrado) de © [V 19 Por.]. Pero ab no 
guarda con Br la razón que un número cuadrado guarda con un 
número cuadrado; entonces el (cuadrado) de ZH tampoco guar
da con el (cuadrado) de 0  la razón que un número cuadrado 
guarda con un número cuadrado. Luego ZH es inconmensura
ble en longitud con © [X 9]; de modo que el (cuadrado) de ZH 
es mayor que el (cuadrado) de ZE en el (cuadrado) de una (rec
ta) inconmensurable con ella (ZH). Y HZ, ZE son (rectas) expre
sables conmensurables sólo en cuadrado, y el término menor EZ 
es conmensurable en longitud con la recta expresable dada A.

Por consiguiente, EH es una quinta binomial. Q. E. D.

Proposición 53

Hallar una (recta) sexta binomial.

Pónganse dos números Ar, FB, de modo que AB no guarde 
con ninguno de ellos la razón que un número cuadrado guarda 
con un número cuadrado; y haya también otro número A que 
no sea cuadrado y no guarde con ninguno de los (números) 
BA, Ar la razón que un número cuadrado guarda con un núme
ro cuadrado; póngase una (recta) expresable E, y hágase de 
forma que, como A es a AB, sea así también el (cuadrado) de E

z

al (cuadrado) de ZH |X 6 Por.]; entonces el (cuadrado) de E es 
conmensurable con el (cuadrado) de ZH |X  6], Ahora bien, E 
es expresable; luego ZH es también expresa- 
ble. Y como A no guarda con AB la razón que 
un número cuadrado guarda con un número 
cuadrado, entonces el (cuadrado) de E tampo
co guarda con el (cuadrado) de ZH la razón 
que un número cuadrado guarda con un núme
ro cuadrado; luego E es inconmensurable en 
longitud con ZH (X 9]. Además hágase de for
ma que, como BA es a af, así, a su vez, el 
(cuadrado) de ZH al (cuadrado) de H0 [X 6 
Por.]; entonces el (cuadrado) de ZH es con
mensurable con el (cuadrado) de 0H; luego el 
(cuadrado) de ©H es expresable; por tanto, ©H es expresable. 
Y puesto que BA no guarda con AT la razón que un número 
cuadrado guarda con un número cuadrado, ni el (cuadrado) de 
ZH guarda con el (cuadrado) de H0 la razón que un número 
cuadrado suarda con un número cuadrado, entonces ZH es in
conmensurable en longitud con H0 [X 9]. Luego ZH, H© son 
(rectas) expresables conmensurables sólo en cuadrado. Por 
tanto, Z© es binomial ]X 36],

Hay que demostrar ahora que también es sexta.
Pues bien, dado que como A es a ab, así el (cuadrado) de E 

al (cuadrado) de ZH, pero también, como BA es a Ar, así el 
(cuadrado) de ZH al (cuadrado) de H0, entonces, por igualdad, 
como A es a Ar, así el (cuadrado) de E al (cuadrado) de H© [V 
22], Pero A no guarda con Ar la razón que un número cuadrado 
guarda con un número cuadrado, entonces el (cuadrado) de E 
no guarda con el (cuadrado) de H© la razón que un número 
cuadrado guarda con un número cuadrado; luego E es incon
mensurable en longitud con H© [X 9]. Pero se ha demostrado 
que es también inconmensurable con ZH; entonces cada una de
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las (rectas) ZH, H0 es inconmensurable en longitud con E. Y 
dado que, como Ba es a Ar, así el (cuadrado) de ZH al (cuadra
do) de H0, entonces el (cuadrado) de ZH es mayor que el (cua
drado) de H0. Sean, pues, los cuadrados de H0, K iguales al 
(cuadrado) de ZH; entonces, por conversión, como AB es a Br, 
así el (cuadrado) de ZH al (cuadrado) de K (V 19 Por.). Pero AB 
no guarda con Br la razón que un número cuadrado guarda con 
un número cuadrado; de modo que el (cuadrado) de ZH tampo
co guarda con el (cuadrado) de K la razón que un número cua
drado guarda con un número cuadrado Luego ZH es incon
mensurable en iongitud con K fX 9); entonces el cuadrado de 
ZH es mayor que el de H0 en el (cuadrado) de una (recta) in
conmensurable con ella (ZH). Ahora bien, ZH, H© son (rectas) 
expresables conmensurables sólo en cuadrado, y ninguna de 
ellas es conmensurable en longitud con la recta expresable 
dada E.

Por consiguiente, z e  es una sexta binomial. Q. E. D.

Lema
Sean ab, Br dos cuadrados y pónganse de modo que AB esté 

en línea recta con BE; entonces ZB está también en línea recta 
con BH. Complétese el paralelogramo AT. 

r Digo que AT es un cuadrado y que AH es 
media proporcional de AB, Br y además Ar 
es media proporcional de Ar. TB.

Pues como AB es igual a BZ, y BE a BH, 
© entonces la (recta) entera AE es igual a la 

(recta) entera ZH. Pero AE es igual a cada 
una de las (rectas) A0, Kr, mientras que ZH 

es igual a cada una de las (rectas) AK, 0 r  [I 34). Entonces, las 
(rectas) A0, Kr son iguales respectivamente a las (rectas) AK, 
er. Luego el paralelogramo Ar es equilátero. Pero también es 
rectangular; entonces AI' es un cuadrado.

*■»
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Y dado que, como ZB es a BH, así AB a BE, mientras que, 

como ZB es a BH, así AB a AH, y como AB es a BE, así AH a Br 
(VI H, entonces también, como AB es a AH. así AH a Br [V 111; 
luego AH es media proporcional de AB, Br.

Digo ahora que Ar es también media proporcional de Ar, 
TB.

Pues, dado que, como aa es a AK, así KH a Hr, porque son 
iguales respectivamente, y, por composición, como AK es a KA, 
así Kr es a TH [ V 18], mientras que, como AK es a KA, así Ar a 
ta. y como Kr es a TH, así Ar a TB [VI 1 ], entonces, como Ar 
es a Ar, así también Ar a Br [V 11).

Por consiguiente, Ar es media proporcional de Ar, TB. 
(Que es) lo que se ha propuesto demostrar35.

Proposición 54

Si un área está comprendida por una (recta) expresable y 
una primera binomial, el lado del cuadrado equivalente al 
(área) es la (recta) no expresable llamada binomial.

Esté comprendida, pues, el área Ar por la (recta) expresa- 
ble AB y la primera binomial Ar.

Digo que el lado del cuadrado equivalente al (área) AE es la 
(recta) no expresable llamada binomial.

Pues como aa es una (recta) primera binomial, divídase en 
sus términos por el (punto) E, y sea AE el término mayor. Que
da claro, entonces, que AE, EA son (rectas) expresables con
mensurables sólo en cuadrado, y el cuadrado de AE es mayor 
que el de EA en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable •

•,5 Un rectángulo es media proporcional de los cuadrados de sus lados.
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con ella (AE), y AE es conmensurable en longitud con la (recta) 
expresable dada AB [X Segundas definiciones 1], Divídase,

pues, ea en dos partes iguales 
por el punto z. Y como el cua
drado de AE es mayor que el de 
EA en el (cuadrado) de una (rec
ta) conmensurable con ella (AE), 
entonces, si se aplica a la (recta) 
mayor AE un (paralelogramo) 
igual a la cuarta parte del cua
drado de la menor, es decir, al 
cuadrado de EZ y deficiente en 
la figura de un cuadrado, la divi
de en (partes) conmensurables 

[X 17]. Apliqúese, pues, a AE el (rectángulo comprendido) por 
AH, HE igual al cuadrado de EZ; entonces AH es conmensurable 
en longitud con EH. Trácense, a partir de los (puntos) H, E, 0, 
las rectas H0, EK, Za paralelas a cada una de las (rectas ) AB, 
TA; y construyase el cuadrado XN igual al paralelogramo A0, y 
el (cuadrado) Nri igual al (paralelogramo) HK [II 14], y hágase 
de forma que MN esté en línea recta con NE; entonces PN está 
en línea recta con NO. Y complétese el paralelogramo zn; en
tonces xn es un cuadrado [Lema]. Y como el (rectángulo com
prendido) por AH, HE es igual al (cuadrado) de EZ, entonces, 
como AH es a EZ, así ZE a EH [VI 17]; luego como A0 es a EA, 
EA es a KH [VI 1]; por tanto, EA es media proporcional de A0, 
HK. Pero A0 es igual a XN, y HK es igual a NJ1; luego EA es me
dia proporcional de XN, Ntl. Pero MP es media proporcional de 
los mismos XN, Nn |I.ema); luego EA es igual a MP; de modo 
que también es igual a OH: pero A0, HK son iguales a XN, Nn; en
tonces el (paralelogramo) entero Ar es igual al (paralelogramo) 
entero xn, es decir, al cuadrado de ME; entonces ME es el lado 
del cuadrado equivalente a Ar.

Digo que ME es binomial.
Pues como AH es conmensurable con HE, AE es también 

conmensurable con cada una de las (rectas) AH, HE [X 15]. 
Pero se ha supuesto que AE es también conmensurable con AB; 
luego AH, HE son conmensurables con AB [X 121; y AB es ex
presable, luego cada una de las (rectas) AH, HE es también 
expresable; por tanto, cada uno de los (rectángulos) A0, HK 
es expresable [X 19], y A0 es conmensurable con HK. Pero 
A0 es igual a XN y HK a Nn; entonces XN, Nn, es decir, los cua
drados de MN, NE son expresables y conmensurables. Ahora 
bien, dado que AE es inconmensurable en longitud con EA, 
mientras que AE es conmensurable con AH, y AE es conmensu
rable con EZ, entonces AH es inconmensurable con EZ [X 13], 
de modo que A© es inconmensurable con EA | V 1; X 11]. Pero 
A0 es igual a XN, y EA a MP; entonces XN es inconmensurable 
con MP. Pero como XN es a MP, ON es a NP | VI 1 ]; luego ON es 
inconmensurable con NP |X 11]. Pero ON es igual a MN, y NP 
a NE. Luego MN es inconmensurable con NE. Y el cuadrado de 
MN es conmensurable con el (cuadrado) de NE, y cada uno 
de ellos es expresable; por tanto MN, NE son (rectas) expresa- 
bles conmensurables sólo en cuadrado.

Por consiguiente, ME es binomial y el lado del cuadrado 
equivalente a Ar. Q. E. D.

P roposición 55

Si un área está comprendida por una (recta) expresable y 

una segunda binomial, el lado del cuadrado equivalente al 
área es la recta no expresable llamada primera bimedial.

Esté, pues, comprendida el área a b p a  por la (recta) expre
sable AB y la segunda binomial a a .
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Digo que el lado del cuadrado equivalente al área Ar es 
una (recta) primera bimedial.

Pues como aa es una (recta) segunda binomial, divídase en 
sus términos por el (punto) E, de modo que AE sea el término

mayor; entonces AE, EA son 
(rectas) expresables con
mensurables sólo en cua
drado. y el cuadrado de AE 
es mayor que el de EA en el 
(cuadrado) de una (recta) 
conm ensurable con ella  
(AE). y el término menor EA 
es conmensurable en longi
tud con AB |X , segundas 
definiciones, 2). Divídase 
EA en dos partes iguales por 

i  o  ' el (punto) z, y apliqúese a
AE el rectángulo AHE igual 

al cuadrado de EZ y deficiente en la figura de un cuadrado. En
tonces AH es conmensurable en longitud con HE [X 17]. Y trá
cense por los (puntos) H, E, Z las (rectas) H0, EK. ZA paralelas a 
AB, TA, y construyase el cuadrado EN, igual al paralelogramo 
a o , y el cuadrado Nn igual al (paralelogramo) HK, y hágase de 
modo que MN, NE estén en línea recta. Entonces PN está tam

M N

bién en línea recta con NO. Complétese el cuadrado IH ; queda 
claro, entonces, a partir de lo demostrado anteriormente, que 
MP es media proporcional de EN, Nn y es igual a EA y que ME 
es el lado del cuadrado equivalente al área AT. Hay que demos
trar ahora que ME es una (recta) primera bimedial. Puesto que 
AE es inconmensurable en longitud con EA, mientras que EA es 
conmensurable con AB, entonces AE es inconmensurable con AB
[X 13]. Ahora bien, puesto que AH es conmensurable con EH, 
AE es conmensurable también con cada una de las (rectas) AH,

t*t

HE [X 15], Pero AE es inconmensurable en longitud con AB; 
luego AH, HE son inconmensurables también con AB [X 13], 
Por tanto BA, AH, HE ( es decir: BA, AH y BA, HE) son (pa
res de) rectas expresables conmensurables sólo en cuadrado36; 
de modo que cada uno de los (rectángulos) A9, HK es medial 
[X 21], De manera que cada uno de los (rectángulos) A0, HK 
es medial [X 21]. De manera que cada uno de los (cuadrados) 
EN, Nn es también medial. Entonces las (rectas) MN, NS son 
también mediales. Y dado que AH es conmensurable en longi
tud con HE, el (rectángulo) A0 es conmensurable también con 
el (rectángulo) HK (VI 1; X 11], es decir el (cuadrado) de EN 
con el (cuadrado) de Nn, es decir el (cuadrado) de MN con el 
(cuadrado) de NE. Ahora bien, como AE es inconmensurable en 
longitud con EA, mientras que AE es conmensurable con AH, y 
EA es conmensurable con EZ, entonces AH es inconmensurable 
con EZ [X 13]; de modo que el (rectángulo) A0 es inconmensu
rable con el (rectángulo) EA, es decir el (cuadrado) EN con el 
(cuadrado) MP, esto es la (recta) ON con la (recta) NP [VI 1; X 
11 ]. Es decir, MN es inconmensurable en longitud con NE. Pero 
se ha demostrado que MN, NE son tanto mediales como con
mensurables en cuadrado; entonces MN, NE son (rectas) media
les conmensurables sólo en cuadrado.

Digo además que comprenden un (rectángulo) expresable.
Pues como se ha supuesto que AE es conmensurable con 

cada una de las (rectas) AB, EZ, entonces EZ lo es también 
con EK. Y cada una de ellas es expresable. Por tanto, EA, es de
cir MP es expresable [X 19]; pero MP es el rectángulo MNE.

36 Suplo entre paréntesis las aclaraciones «(es decir: BA, AH y BA, IIE) son 
(pares de)...» que no aparecen en el texto griego. Una traducción literal podría 
dar la impresión de que dos cualesquiera de las tres rectas citadas son con
mensurables sólo en cuadrado. Ahora bien, AH, HE son, de hecho, conmensu
rables en longitud y únicamente las del otro par son conmensurables sólo en 
cuadrado.
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Ahora bien, si se suman dos (rectas) mediales conmensurables 
sólo en cuadrado que comprendan un rectángulo expresable, la 
(recta) entera no es expresable y se llama primera bimedial [X 
37],

Por consiguiente, ME es una primera bimedial. Q. E. D.

Proposición 56

Si un área está comprendida p or una (recta) expresable y  

una tercera binomial, el lado del cuadrado equivalente al área 

es la (recta) no expresable llamada segunda bimedial.

Sea, pues, comprendida el área ABrA por la (recta) expresa- 
ble AB y la tercera binomial aa dividida por el (punto) E en sus

términos, de los cuales el
a ___________ H E Z  a  mayor es AE.

D igo  que el lado del 
cuadrado eq u iva len te  al 
área Ar es la (recta) no ex
presable llamada segunda 
bimedial.

Sígase, pues, la misma 
construcción de la proposi
ción anterior. Y como AA es 
una tercera binomial, enton
ces AE, EA son (rectas) ex- 
presables conmensurables 
sólo en cuadrado, y el cua

drado de AE es mayor que el de EA en el (cuadrado) de una rec
ta conmensurable con ella (AE), y ninguno de los (términos) 
AE, EA es conmensurable en longitud con AB [X Segundas De
finiciones 3],

b e K A

____________p n

M ------ ------------- — -------  S

£

N

O

De manera semejante a los (teoremas) anteriores demostra
ríamos que ME es el lado del cuadrado equivalente al área Ar, 
y MN, NE son (rectas) mediales conmensurables sólo en cua
drado; de modo que ME es bimedial.

Hay que demostrar ahora que es también segunda.
Puesto que AE es inconmensurable en longitud con AB, es 

decir con EK, mientras que AE es conmensurable con EZ, enton
ces EZ es inconmensurable en longitud con EK [X 13]. Y son 
expresables; entonces ZE, EK son (rectas) expresables conmen
surables sólo en cuadrado. Luego EA, es decir MP, es medial [X
21], y está comprendido por MN, NE; entonces el (rectángulo 
comprendido) por MN, NE es medial.

Por consiguiente, ME es una segunda bimedial.

P r o p o s i c i ó n  57
Si un área está comprendida p or una recta expresable y 

una cuarta binomial, el lado del cuadrado equivalente al área 
es la (recta) no expresable llamada «m ayor».

Esté, pues, comprendida el área Ar por la (recta) expresa- 
ble AB y la cuarta binomial aa, dividida por el (punto) E en sus 
términos, de los cuales sea mayor AE.

Digo que el lado del cuadrado equivalente al área Ar es la 
(recta) no expresable llamada «mayor».

Pues como aa es una cuarta binomial, entonces AE, EA son 
(rectas) expresables conmensurables sólo en cuadrado, y el 
cuadrado de AE es mayor que el de EA en el (cuadrado) de una 
(recta) inconmensurable con ella (AE), y AE es conmensurable 
en longitud con AB [X segundas definiciones 4], Divídase 
AE en dos partes iguales por el (punto) Z, y apliqúese a AE un 
paralelogramo, el (rectángulo comprendido) por ah, HE, igual
228. — 4
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al (cuadrado) de EZ, Entonces AH es inconmensurable en longi
tud con HE [X  18]; trácense H0, EK, ZA paralelas a AB, y sígase

la misma construcción que 

a ______  h e z  a en las proposiciones ante
riores; queda claro, enton
ces, que ME es el lado del 

r  cua dra do  e qu iva le n te  al 
área A r.

Hay que demostrar aho
ra que ME es la (recta) no 
expresable llamada «ma
yor». Puesto que AH es in
conmensurable en longitud 
con EH, el (rectángulo) A0 
es inconm ensurable tam
bién con el (rectángulo) HK, 

es decir el (cuadrado) £N con el cuadrado NI!; entonces MN, NH 
son inconmensurables en cuadrado. Y como AE es conmensu
rable en longitud con AB, ak  es expresable (X 19]; y es igual a 
los (cuadrados) de MN, NE; entonces la suma de los (cuadra
dos) de MN, NE es también expresable. Ahora bien, puesto que 
AE es inconmensurable en longitud con a b , es decir con EK, 
mientras que AE es conmensurable con EZ, entonces EZ es in
conmensurable en longitud con EK [X 13|. Por tanto, EK, EZ 
son (rectas) exprcsables conmensurables sólo en cuadrado; 
luego AE, es decir MP, es medial [X 21]. Y está,comprendida 
por MN. NE; luego el (rectángulo comprendido) por MN, NE es 
medial. Y la {suma] de los (cuadrados) de MN, NE es expresa- 
ble, y MN, NE son inconmensurables en cuadrado. Pero, si se 
suman dos rectas inconmensurables en cuadrado que hagan la 
suma de sus cuadrados expresable y el (rectángulo comprendi
do) por ellas medial, la recta entera no es expresable y se llama 
«mayor» [X 39],

B O K A

____  p n

N

i  ' o

t
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Por consiguiente, ME es la (recta) no expresable llamada 
«mayor» y es el lado del cuadrado equivalente al área Ar. 
Q. E. D.

Proposición 58

Si un área está comprendida por una (recta) expresable y 
una quinta binomial, el lado del cuadrado equivalente al área 

es la (recta) no expresable llamada lado del cuadrado equiva
lente a un área expresable más un área medial.

M

Esté, pues, comprendida el área Ar por la (recta) expresa- 
ble AB y la quinta binomial AA dividida en sus términos por el 
(punto) E, de modo que AE
sea el término mayor. A h e z a

D igo  que el lado del 
cuadrado eq u iva len te  al 
área Ar es la (recta) no ex
presable llamada lado del 
cuadrado equivalente a un 
área expresable más un área 
medial.

Sígase la misma cons
trucción que en las demos
traciones anteriores. Queda 
claro, entonces, que ME es 
el lado del cuadrado equi
valente al área Ar.

Hay que demostrar ahora que ME es el lado del cuadrado 
equivalente a un área expresable más un área medial. Pues 
como AH es inconmensurable con HE [X 18], entonces A0 es 
inconmensurable con GE [VI 1; X 11 ], es decir el cuadrado de

- \-
N
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MN con el cuadrado de NE; entonces MN, NE son inconmensu
rables en cuadrado. Y como AA es una quinta bimedial, y el 
segmento EA es su segmento menor, entonces EA es conmensu
rable en longitud con AB [X segundas definiciones 5|. Pero AE 
es inconmensurable con EA; entonces AB es también incon
mensurable en longitud con AE [X 13]; luego AK, es decir la 
suma de los (cuadrados) de MN, NE es medial [X 21]. Y como 
AE es conmensurable en longitud con AB, es decir con EK, 
mientras que AE es conmensurable con EZ, entonces EZ es con
mensurable con EK (X 12]. Luego EK es expresable; entonces 
EA, es decir MP, esto es el (rectángulo) MNE es también expre
sable [X 19]; luego MN, NE son (rectas) inconmensurables en 
cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados medial y el (rec
tángulo comprendido) por ellas expresable.

Por consiguiente, ME es el lado del cuadrado equivalente a 
un área expresable más un área medial [X 40) y es el lado del 
cuadrado equivalente al área Af. Q. E. D.

P r o p o s ic ió n  59

Si un área está comprendida p or una (recta) expresable y  

una sexta binomial, el lado del cuadrado equivalente al área 
es la recta no expresable llamada lado del cuadrado equiva

lente a la suma de dos áreas mediales.

Esté, pues, comprendida el área ABrA por la (recta) expre
sable AB y la sexta binomial AA, dividida en sus términos por 
el (punto) E de modo que AE sea el término mayor.

Digo que el lado del cuadrado equivalente al (área) Al~ es el 
lado del cuadrado equivalente a la suma de dos (áreas) media
les.

Sígase la misma construcción que en las demostraciones

M

anteriores. Queda claro, entonces, que ME es el lado del cua
drado equivalente al (área) AT y que MN es inconmensurable 
en cuadrado con NE. Y
como EA es inconmensura- a h e  z a
ble en longitud con AB, en
tonces EA, AB son (rectas) 
expresables conm ensura
bles sólo en cuadrado; en
tonces AK, es decir la suma 
de Jos (cuadrados) de MN,
NE es medial [X 21]: puesto 
que EA es a su vez incon
mensurable en longitud con 
AB, entonces ZE es también 
inconmensurable en longi
tud con EK (X 13]; luego
ZE, EK son rectas expresables conmensurables sólo en cuadra
do, por tanto ea, es decir MP, esto es el (rectángulo) MN, NE es 
también medial [X 21]. Y como AE es inconmensurable con 
EZ, AK es también inconmensurable con Ea [VI 1; X 11], Pero 
AK es la suma de los (cuadrados) de MN, NE y ea es el (rectán
gulo) MN, NE; luego la suma de los (cuadrados) de MN, NE es 
inconmensurable con el (rectángulo) MN, NE. Ahora bien, cada 
uno de ellos es medial y las (rectas) MN, NE son inconmensura
bles en cuadrado.

Por consiguiente, ME es el lado del cuadrado equivalente a 
la suma de dos áreas mediales [X 41] y el lado del cuadrado 
equivalente a Ar. Q. E. D.

N

[Lema

Si una línea recta se corta en (partes) desiguales, los cua
drados de las (partes) desiguales son mayores que el doble del 
rectángulo comprendido p or las partes desiguales.

I
I
I
I
I

I
r r
L t

K

I
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Sea AB la recta y córtese en partes desiguales por el (punto) 
r, y sea Ar la mayor.

Digo que los (cuadrados) de Ar, TB son mayores que el do
ble del (rectángulo comprendido) por Ar, TB.

T a Divídase ab en dos partes iguales por el (punto) A. 
Pues bien, como una línea recta ha sido cortada en (par
tes) iguales por el (punto) A y en (partes) desiguales por 

A el (punto) r, entonces el (rectángulo comprendido) por 
AT, TB junto con el (cuadrado) de TA es igual al (cuadra
do) de aa |11 5); de modo que el (rectángulo comprendi
do) por Af, TB es menor que el (cuadrado) de aa; luego 

8 el doble del (rectángulo comprendido) por Ar, rB es me
nor que el doble del (cuadrado) de aa . Pero los (cuadrados) de 
Ar. rB son el doble de los de aa, Ar (H 9).

Por consiguiente, los (cuadrados) de Ar, rB son mayores 
que el doble del (rectángulo com prendido) por AT, rB. 
Q. E. D. 1 ”

P roposición 60

El cuadrado de una binomial aplicado a una recta expre- 
sable produce como anchura una primera binomial.

Sea la (recta) binomial AB dividida en sus términos por el 
(punto) r de modo que Ar sea el término mayor; y póngase la 
(recta) expresable AE, y apliqúese a AE el (paralelogramo) AEZH 
igual al cuadrado de AB y que produzca la anchura AH.

Digo que AH es una primera binomial.

77 Heiberg ateliza este lema y considera que es poco verosímil que lo haya 
intercalado el propio Euclides pues lo ha utilizado tácitamente en X 44.
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Pues apliqúese a AE el (rectángulo) A9 igual al (cuadrado) 
de Ar, y el (rectángulo) ka  igual al (cuadrado) de Br; entonces 
el resto, el doble del (rectángulo 
comprendido) por Ar, rB es igual 
a MZ. Divídase la (recta) MH en 
dos partes iguales por el (punto) N 
y trácese NZ paralela [a cada una 
de las (rectas) Ma , hz]. Entonces 
cada uno de los (rectángulos) MZ,
NZ es igual a una vez el (rectángulo) Ar, re. Y como AB es una 
binomial dividida en sus términos por el (punto) r, entonces Ar, 
re son (rectas) expresables conmensurables sólo en cuadrado 
[X 36); luego los (cuadrados) de Ar, re son expresables y con
mensurables entre sí; de modo que la suma de los (cuadrados) 
de Ar, re es también expresable (X 15). Y es igual a aa . Enton
ces aa es también expresable. Y se ha aplicado a la (recta) ex
presable AE, luego la (recta) AM es expresable y conmensurable 
en longitud con AE [X 20]. Puesto que Ar, rB son a su vez (rec
tas) expresables conmensurables sólo en cuadrado, entonces el 
doble del (rectángulo comprendido) por Ar, rB, es decir MZ es 
medial [X 21]. Y se ha aplicado a la (recta) expresable m a ; en
tonces la (recta) MH es también expresable e inconmensurable 
en longitud con Ma , es decir con AE fX 22], Pero MA es también 
expresable y conmensurable en longitud con AE; entonces AM es 
inconmensurable en longitud con MH [X 13], Y son expresa- 
bles; entonces AM, MH son (rectas) expresables conmensurables 
sólo en cuadrado; luego AH es binomial [X 36].

Hay que demostrar que también es primera.
Pues como el (rectángulo) Af, re es media proporcional de 

los (cuadrados de Ar, re [Lema después de X 53], entonces 
MZ es también media proporcional de A0, ka; por tanto, como 
A6 es a MZ, así MZ a KA, es decir, como AK es a m n , así MN a 
MK [VI 1]; luego el (rectángulo comprendido) por AK, KM es

K M N H

e  a
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igual al (cuadrado) de MN [VI 17). Y como el (cuadrado) de 
Ar es conmensurable con el de TB, A0 es también conmensura
ble con KA; de modo que la (recta) AK es también conmensu
rable con la (recta) KM [VI 1; X 11). Y puesto que los (cuadra
dos) de Ar, TB son mayores que el doble del (rectángulo com
prendido) por Ar, r'B [Lema], entonces aa es también mayor 
que MZ; de modo que AM es también mayor que MH [VI 1). 
Ahora bien, el (rectángulo comprendido) por AK, KM es igual 
al (cuadrado) de MN, es decir a la cuarta parte del (cuadrado) 
de MH, y AK es conmensurable con KM. Pero si hay dos rectas 
desiguales, y se aplica a la mayor un (paralelogramo) igual a la 
cuarta parte del (cuadrado) de la menor, deficiente en la figura 
de un cuadrado y la divide en (partes) conmensurables, el cua
drado de la mayor es mayor que el de la menor en el (cuadra
do) de una (recta) conmensurable con ella (la mayor) [X 17]; 
entonces el cuadrado de AM es mayor que el cuadrado de MH 
en el cuadrado de una (recta) conmensurable con ella (AM). 
Ahora bien, AM, MH son rectas expresables, y AM que es el tér
mino mayor es conmensurable en longitud con la (recta) ex- 
presable dada AE.

Por consiguiente, ah es una primera binomial. Q. E. D.

P roposición 61

E l cuadrado de una (recta) primera bimedial, aplicado a 

una recta expresable, produce como anchura una segunda bi

nomial.

Sea AB la (recta) primera bimedial dividida en sus mediales 
por el punto r, de las cuales Ar es la mayor; póngase la recta 
expresable AE y apliqúese a AE un paralelogramo AZ igual al 
(cuadrado) de AB que produzca la anchura AH.
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Digo que AH es una segunda binomial.
Sígase, pues, la misma construcción de los (teoremas) ante

riores, y como AB es una primera bimedial dividida por el pun
to r, entonces AT, TB son (rectas)
mediales conmensurables sólo en r —f  "vx—r ---- r ——
cuadrado que com prenden un
(rectángulo) expresable [X 37]; de ____
modo que los (cuadrados) de Ar, E ® A .? zTB son también mediales [X 21], i—-— th-----— <

Á  : ' p g
Luego AA es también medial [X
15 y 23 Por.]. Y se ha aplicado a la recta expresable AE; luego 
MA es expresable e inconmensurable en longitud con AE [X
22]. Puesto que el doble del (rectángulo comprendido) por at, 
re es a su vez expresable, MZ es también expresable. Y se ha 
aplicado a la recta expresable MA; luego MH es también expre
sable y conmensurable en longitud con MA, es decir con AE [X 
20]; entonces AM es inconmensurable en longitud con MH 
[X 13]; y son expresables; así pues, AM, MH son rectas expre
sables conmensurables sólo en cuadrado; luego AH es bino
mial [X 36].

Hay que demostrar ahora que es también segunda.
Pues como los cuadrados de AT, TB son mayores que el do

ble del (rectángulo comprendido) por Ar, TB, entonces aa es 
también mayor que MZ; de modo que AM es también (mayor) 
que MH [VI 1], Y puesto que el (cuadrado) de Ar es conmen
surable con el (cuadrado) de TB, A0 es también conmensurable 
con KA; de modo que la (recta) AK es también conmensura
ble con KM [VI 1; X 11], Ahora bien, el (rectángulo compren
dido) por AK, KM es igual al (cuadrado) de MN; por tanto, el 
cuadrado de AM es mayor que el de MH en el cuadrado de una 
(recta) conmensurable con ella (AM) [X 17], Y MH es conmen
surable en longitud con AE

Por consiguiente ah es una segunda binomial.
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Proposición 62

E l cuadrado de una recta segunda bimedial, aplicado a 
una recta expresable, produce como anchura una tercera bino- 
mial.

Sea AB la (recta) segunda bimedial dividida en sus media
les por el (punto) r, de modo que AT sea el segmento mayor; y 
sea AE una (recta) expresable, y apliqúese a AE el paralelogra- 
mo AZ igual al cuadrado de AB que produzca como anchura AH.

Digo que AH es una tercera binomial.
Sígase la misma construcción que en las demostraciones 

anteriores. Y como AB es una segunda bimedial dividida por el
(punto) r ,  entonces A T, TB son 
(rectas) mediales conmensurables 
sólo en cuadrado que comprenden 
un (rectángulo) medial [X 38]; de 
modo que la suma de los (cuadra
dos) de AT. EB es también medial 
|X  15 y 23 Por.]. Y es igual a a a ; 
luego AA es también medial. Y se 

ha aplicado a la recta expresable AE; así pues MA es también 
expresable e inconmensurable en longitud con AE [X 22], Por 
lo mismo MH es entonces también expresable e inconmensura
ble en longitud con MA, es decir con AE; luego cada una de las 
(rectas) AM, MH es también expresable e inconmensurable en 
longitud con AE. Ahora bien, puesto que AE es inconmensura
ble en longitud con EB, mientras que, como AE es a EB, así el 
(cuadrado) de Ar al (rectángulo comprendido) por Ar, EB, en
tonces, el (cuadrado) de A r  es también inconmensurable con el 
(rectángulo) Ar , EB ]X 11], De modo que la suma de los (cua
drados) de A f, EB es también inconmensurable con el doble del

K  M  N  H

e a
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(rectángulo) Ar, EB [X 12 y 13], es decir, AA con MZ; de modo 
que AM es también inconmensurable con MH [VI 1 y X 11]. Y 
son expresables; por tasto, AH es una binomial [X 36].

Hay que demostrar ahora que también es tercera.
De manera semejante a los (teoremas) anteriores concluirí

amos que AM es mayor que MH, y AK es conmensurable con 
KM. Y el (rectángulo) AK, KM es igual al (cuadrado) de MN; en
tonces el cuadrado de AM es mayor que el de MH en el cuadra
do de una (recta) conmensurable con ella [AM]. Y ninguna de 
las (rectas) AM, MH es conmensurable en longitud con AE.

Por consiguiente, AH es una tercera binomial |X  Seg. Def. 
3], Q. E. D.

Proposición 63

E l cuadrado de una recta «m ayor» aplicado a una recta 
expresable produce como anchura una cuarta binomial.

Sea AB una recta «mayor» dividida por el (punto) r de 
modo que Ar sea mayor que EB y (sea) AE una (recta) expresa- 
ble y apliqúese a AE el paralelo- 
gramo AZ igual al cuadrado de AB 
que produzca como anchura AH.

Digo que AH es una cuarta bi
nomial.

Sígase la misma construcción 
que en las demostraciones ante
riores. Y como AB es una (recta)
«mayor» dividida por el punto r, Ar, EB son (rectas) incon
mensurables en cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados 
expresable pero el (rectángulo comprendido) por ellas medial 
[X 39]. Así pues, como la suma de los (cuadrados) de Ar, EB

A K M N H

E 8 A E Z

I-------- -----I ----------1
a r b
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es expresable, entonces AA es expresable; luego AM es también 
expresable y conmensurable en longitud con AE [X 20]. Puesto 
que el doble del rectángulo comprendido por Ar, I'B, es decir 
MZ, es, a su vez, medial y se ha aplicado a la recta expresable 
MA, entonces MH es también expresable e inconmensurable en 
longitud con AE [X 22]; luego AM es también inconmensurable 
en longitud con AE [X 22]; luego AM es también inconmensura
ble en longitud con MH [X 13]. Así pues, AM, MH son (rectas) 
expresables conmensurables sólo en cuadrado; por tanto AH es 
una (recta) binomial [X 36].

Hay que demostrar que es también cuarta.
De manera semejante a los (teoremas) anteriores demostra

ríamos que AM es mayor que MH, y que el (rectángulo) AK, KM 

es igual al (cuadrado) de MN. Así pues, como el cuadrado de 
A r es inconmensurable con el (cuadrado) de TB, entonces A0 
es inconmensurable con KA; de modo que AK es inconmensura
ble con KM [VI 1; X 11]. Pero si hay dos rectas desiguales y se 
aplica a la mayor un paralelogramo igual a la cuarta parte del 
cuadrado de la menor y deficiente en la figura de un cuadrado, 
y la divide en partes inconmensurables, entonces el cuadrado 
de la mayor será mayor que el de la menor en el (cuadrado) de 
una recta inconmensurable en longitud con ella (la mayor) [X
18]; luego el cuadrado de AM es mayor que el de MH en el 
(cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (AM). Aho
ra bien, AM, MH son (rectas) expresables conmensurables sólo 
en cuadrado, y AM es conmensurable con la (recta) expresable 
propuesta AE.

Por consiguiente, AH es una cuarta binomial. Q. E. D.

P r o p o s ic ió n  6 4
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E l cuadrado del lado de un área expresable más una me
dial aplicado a una recta expresable produce como anchura 
una quinta binomial.

K M

e  A

Sea AB el lado del cuadrado equivalente a un área expresa- 
ble más una medial, dividido en sus rectas por el (punto) r, de 
modo que Al sea la mayor, y pón
gase la recta expresable AE, y apli
qúese a AE el paralelogramo AZ 
igual al (cuadrado) de AB que pro
duzca la anchura AH.

Digo que AH es una quinta bi- (______ , ,
nomial. A r e

Sígase la misma construcción
que en los (teoremas) anteriores. Pues bien, como AB, el lado 
del cuadrado equivalente a un área expresable más una medial, 
ha sido dividido por el (punto) r, entonces AL, TB son (rectas) 
inconmensurables en cuadrado que hacen la suma de sus cua
drados medial y el (rectángulo comprendido) por ellas expre
sable [X 40], Así pues, como la suma de los (cuadrados) de
AP, TB es medial, entonces el (área) a a  es medial; de modo que 
AM es una (recta) expresable e inconmensurable en longitud 
con AE [X 22], Puesto que el doble del (rectángulo) AP, TB, es 
decir MZ, es a su vez expresable, entonces MH es también una 
(recta) expresable conmensurable con AE [X 20]. Luego AM es 
inconmensurable con MH IX 13]; luego AM, MH son (rectas) 
expresables conmensurables sólo en cuadrado, por tanto a h  es 
una binomial IX 36].

Digo ahora que también es quinta.
Pues de manera semejante demostraríamos que el (rectángu-
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lo) AK, KM es igual al (cuadrado) de MN, y que AK es inconmen
surable en longitud con KM; entonces el cuadrado de AM es ma
yor que el de MH en el (cuadrado) de una (recta) inconmensura
ble con ella (X 18]. Y AM, MH son conmensurables sólo en 
cuadrado, y la menor MH es conmensurable en longitud con AE. 

Por consiguiente, AH es una quinta binomial. Q. E. D.

I 10

P roposición 65

E l cuadrado del lado de la (suma de) dos (áreas) mediales, 
aplicado a una recta expresable produce como anchura una 
sexta binomial.

Sea AB el lado del cuadrado equivalente a la (suma de) dos 
áreas mediales, dividido por el (punto) r, y sea AE una (recta)

expresable, y apliqúese a AE el 
_ — *— M___ n____ H (paralelogramo) AZ igual al cua

drado de AB, que produzca la an- 
, : chura Alt.

f. e  a s  7. Digo que AH es una sexta bi-
__ ...........  nomial.

A 1 B Sígase pues la misma cons
trucción que en los (teoremas) an

teriores. Y como AB. el lado del cuadrado equivalente a la 
suma de dos (áreas) mediales, se ha dividido por el (punto) r, 
entonces AE, EB son (rectas) inconmensurables en cuadrado 
que hacen la suma de sus cuadrados medial, el (rectángulo 
comprendido) por ellas también medial, y además la suma de 
sus cuadrados inconmensurable con el (rectángulo comprendi
do) por ellas [X 41); de modo que, según las demostraciones 
anteriores, cada uno de los (rectángulos) a a , MZ es medial. Y  

se han aplicado a la (recta) expresable AE; así pues, cada una
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de las (rectas) AM, MH es expresable e inconmensurable en lon
gitud con AE ]X 22). Ahora bien, puesto que la suma de los 
(cuadrados) de AI", EB es inconmensurable con el doble del 
(rectángulo comprendido) por AE, EB, entonces a a  es incon
mensurable con MZ. Luego AM es inconmensurable con MH 
[VI 1; X 111; entonces AM, MH son (rectas) expresables con
mensurables sólo en cuadrado; por tanto, AH es una (recta) bi
nomial [X 36).

Digo ahora que también es sexta.
Pues de manera semejante demostraríamos a su vez que el 

(rectángulo) AK, KM es igual al (cuadrado) de MN, y que AK es 
inconmensurable en longitud con KM; y por lo mismo, enton
ces, el cuadrado de AM es mayor que el de MH en el (cuadrado) 
de una (recta) inconmensurable en longitud con ella ( a M). 
Ahora bien, ninguna de las (rectas) AM, MH es conmensurable 
en longitud con la recta propuesta AE.

Por consiguiente, AH es una sexta binomial. Q. H. D

P roposición 66

Una recta conmensurable en longitud con una binomial es 
también ella misma binomial y  del mismo orden.

Sea AB la recta binomial y sea EA conmensurable en longi
tud con AB.

a  , .... „ E B
j--------; .S .  * ^ . 1  ,U    f - ----------------- -H

-—  '4-' -  -    H---------------------- ------ -H
r z a

Digo que EA es binomial y del mismo orden que AB.
Pues como AB es binomial, divídase en sus términos por el 

(punto) E, y sea AE el término mayor; entonces AE, EB son
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(rectas) expresables conmensurables sólo en cuadrado [X 3 6 ]. 
Hágase de forma que como ab es a rA, así AE a rz [VI 121; en
tonces la (recta) restante EB es a la (recta) restante ZA, como 
AB es a í  a  [V 19]. Pero AB es conmensurable en longitud con 
TA; luego AE es conmensurable también con rz  y EB con ZA [X
11]. Ahora bien, AE, EB son expresables; luego rz, ZA son tam
bién expresables. Y como AE es a rz, EB a ZA [V 1 f ]. Enton
ces, por alternancia, como AE es a EB, rz a ZA [V 16]. Pero AE, 

EB son conmensurables sólo en cuadrado; entonces rz, ZA son 
conmensurables sólo en cuadrado [X 11 ]. Y son expresables; 
por tanto VA es una binomial [X 3 6 ] ,

Digo además que es del mismo orden que a b .

Pues el cuadrado de AE es mayor que el de EB o bien en el 
(cuadrado) de una (recta) conmensurable con (AE) o en el de 
una inconmensurable con ella. Pues bien, si el cuadrado de AE 

es mayor que el de EB en el (cuadrado) de una (recta) conmen
surable con ella (AE), también el cuadrado de rz será mayor 
que el de ZA en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable 
con ella (rz). Y si AE es conmensurable con la (recta) expresa- 
ble propuesta, también rz será conmensurable con ella [X 12], 
por eso, también, cada una de las (rectas) AB, EA es primera bi
nomial, es decir, son del mismo orden. Pero si EB es conmen
surable con la (recta) expresable propuesta, ZA es también con
mensurable con ella [X 12], por eso (rA) será del mismo orden 
que AB: porque cada una de ellas será una segunda binomial 
[X Seg. Def. 2]. Pero si ninguna de las (rectas) AE, EB es con
mensurable con la (recta) expresable propuesta, ninguna de las 
(rectas) rz, ZA será conmensurable con ella [X 13] y cada una 
será tercera (binomial) [X Seg. Def. 3]. Pero si el cuadrado de 
AE es mayor que el de EB en el (cuadrado) de una (recta) in
conmensurable con ella (A E ), también el cuadrado de rz es 
mayor que el de ZA en el (cuadrado) de una (recta) inconmen
surable con ella (rz) [X 14]. Y si AE es conmensurable con la

(recta) expresable propuesta, r z e s  también conmensurable con 
ella; y cada una de ellas es cuarta (binomial) |X Seg. Def. 4], 
Pero si (lo es) EB, también (lo es) ZA, y cada una de ellas será 
quinta (binomial) ]X Seg. Def. 5|. Y si ninguna de las (rectas) 
AE, EB es conmensurable con la (recta) expresable propuesta, 
tampoco lo es ninguna de las (rectas) rz, ZA y cada una de 
ellas será sexta (binomial) (X Seg. Def. 6].

De modo que una (recta) conmensurable en longitud con 
una binomial es también ella misma binomial y del mismo or
den. Q. E. D.

P roposición 67

La recta conmensurable en longitud con una bimedial es 
también ella misma bimedial y del mismo orden.

Sea AB una bimedial y sea TA conmensurable en longitud 
con ella.

Digo que VA es bimedial y del mismo orden que AB.

Pues como AB es una bimedial, divídase en sus mediales por 
el (punto) E; entonces AE, EB son rectas mediales conmensura
bles sólo en cuadrado fX 37 y 381. Hágase de
forma que como AB es a TA, AE a rz; entonces *_____ ____ f
la (recta) restante EB es a la (recta) restante ZA, ,— — ,— i 
como ab es a Ta [V 19]. Pero AB es conmensu- r z  A 
rabie en longitud con Ta ; entonces AE, EB son 
conmensurables respectivamente con rz, ZA [X 11], Pero AE, EB 
son mediales; luego rz, ZA son también mediales [X 23]. Y dado 
que, como AE es a EB rz  a ZA [V 11], mientras que AE, EB son 
conmensurables sólo en cuadrado, [entonces] rz, ZA son con
mensurables sólo en cuadrado [X 11]. Pero se ha demostrado 
también que son mediales; por tanto t a  es bimedial.
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Digo ahora que también es del mismo orden que AB.

Pues dado que, como AE es a EB, r z  a ZA, entonces, como 
el (cuadrado) de AE es al (rectángulo) AEB, así el (cuadrado) de 
r z  es al (rectángulo) TZA; por alternancia, como el (cuadrado) 
de AE es al (cuadrado) de rz , así el (rectángulo) AEB al (rectán
gulo) TZA [V 16]. Y el (cuadrado) de AE es conmensurable con 
el de rz ; luego el (rectángulo) AEB también es conmensurable 
con el (rectángulo) TZA. Así pues, si el (rectángulo) AEB es ex- 
presable, el (rectángulo) rZA es también expresable [y por eso 
TA es primera bimedial] |X 37). Pero si es medial, medial [X 
23 Por.) y cada una de ellas AB, TA es segunda |X 38].

Por eso TA es del mismo orden que AB. Q E n

Proposición 68

Una (recta) conmensurable con una (recta) «m a yo r» es 
también «m ayor»

Sea AB la recta «mayor», y sea TA conmensurable con AB.
Digo que EA es «m ayor».
Divídase AB por el (punto) E; entonces AE, EB son (rectas) 

inconmensurables en cuadrado que hacen la suma de sus cua
drados expresable, pero el (rectángulo comprendi- 

J do) por ellas media! |X 39]: hágase de la misma
j forma que en los (teoremas) anteriores. Dado que.
f 7 como AB es a e a , así AE a r z  y F.B a ZA, entonces, 
I como AE es a rz . así también EB a ZA | V 111. Pero

AB es conmensurable con e a : luego AE, EB son con
mensurables respectivamente con rz , ZA [V 11]. 
Ahora bien, dado que, como AE es a rz . así EB a ZA, 

y por alternancia, como AE es a F.B, así r z  a ZA [V 16], enton
ces, por composición, como AB es a BF„ así ea  a a z  |V 181:
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luego como el (cuadrado) de AB es al (cuadrado) de BE, así el 
(cuadrado) de TA al (cuadrado) de AZ [VI 20]. De manera se
mejante demostraríamos que como el (cuadrado) de AB es al 
(cuadrado) de AE, así el (cuadrado) de TA al (cuadrado) de rz. 
Entonces, como el (cuadrado) de AB es a los (cuadrados) de 
AE, EB, así el (cuadrado) de TA a los (cuadrados) de rz, ZA. 
Luego, por alternancia, como el (cuadrado) de AB es al (cua
drado) de TA, así los (cuadrados) de AE, EB a los (cuadrados) 
de rz, ZA [V 16]. Pero el (cuadrado) de AB es conmensurable 
con el cuadrado de TA; entonces los (cuadrados) de AE, EB son 
también conmensurables con los (cuadrados) de rz, ZA. Y los 
cuadrados de AE, EB juntos son expresables, (entonces) los 
(cuadrados) de rz, ZA juntos son también expresables. Pero, de 
manera semejante, el doble del (rectángulo comprendido) por 
AE, EB es también conmensurable con el doble del (rectángulo 
comprendido) por rz, ZA. Y el doble del (rectángulo compren
dido) por AE, EB es medial; entonces, el doble del (rectángulo 
comprendido) por rz, ZA es medial [X 23 Por.]. Luego rz, ZA 
son (rectas) inconmensurables en cuadrado que hacen la suma 
de sus cuadrados expresable, pero el doble del (rectángulo 
comprendido) por ellas medial. Por tanto, la recta entera TA es 
la (recta) no expresable llamada «mayor» [X 39],

Por consiguiente, una (recta) conmensurable con una «ma
yor» es «mayor». Q. E. D.

P roposición 69

Una recta conmensurable con el lado del cuadrado equi
valente a un (área) expresable más una medial es ella misma 

también el lado del cuadrado equivalente a un (área) expresa- 
ble más una medial.
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Sea AB el lado del cuadrado equivalente a un (área) expre- 
sable más una medial y sea r& conmensurable con a b .

Hay que demostrar que TA es también el lado 
A Tr del cuadrado equivalente a un (área) medial más 

una expresable.
Divídase a b  en sus rectas por el (punto) E; en

tonces AE, EB son (rectas) inconmensurables en 
E cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados me-

A dial y el rectángulo comprendido por ellas expre- 
- b sable [X 40]; sígase la misma construcción que en 

los (teoremas) anteriores. De manera semejante 
demostraríamos que rz, ZA son inconmensurables en cuadrado 
y que la suma de los (cuadrados) de AE, EB es conmensurable 
con la suma de los (cuadrados) de rz, ZA y el (rectángulo com
prendido) por AE, EB con el (rectángulo comprendido) por rz, 
z a ; de modo que la suma de los (cuadrados) de rz, z a  es me
dial y el (rectángulo comprendido) por rz, z a  expresable.

Por consiguiente, TA es el lado del cuadrado equivalente a 
un (área) medial más una expresable. Q. E. D.

Proposición 70

Una (recta) conmensurable con el lado del cuadrado equi
valente a la suma dos (áreas) mediales es también ella misma 
el lado del cuadrado equivalente a la suma de dos (áreas) me
diales.

Sea AB el lado del cuadrado equivalente a la suma de dos 
(áreas) mediales y sea TA conmensurable con AB.

Hay que demostrar que VA es también el lado del cuadrado 
equivalente a la suma dos (áreas) mediales.

Pues como AB es el lado del cuadrado equivalente a la
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suma de dos (áreas) mediales, divídase en sus rectas por E; en
tonces AE, EB son (rectas) inconmensurables en cuadrado que 
hacen la suma de sus (cuadrados) medial y el 
(rectángulo comprendido) por ellas también me
dial y además la suma de los cuadrados de AE, EB 

inconmensurable con el (rectángulo comprendi
do) por AE, EB [X 41]; sígase la misma construc
ción que en los (teoremas) anteriores. De manera E 

semejante demostraríamos que rz, ZA son incon
mensurables en cuadrado y que la suma de los 
(cuadrados) de AE, EB es conmensurable con la 
suma de los (cuadrados) de TZ, ZA y el (rectángulo comprendi
do) por AE, EB con el (rectángulo comprendido) por rz, z a ; de 
modo que la suma de los cuadrados de TZ, ZA es medial y el 
(rectángulo comprendido) por t'Z, ZA es también medial y ade
más la suma de los cuadrados de TZ, ZA es inconmensurable 
con el (rectángulo comprendido) por rz, ZA.

Por consiguiente, t a  es el lado del cuadrado equivalente a 

la suma de dos (áreas) mediales. Q H. o.

*

Proposición 71

Si se suman un (área) expresable y una medial resultan 

cuatro (tipos de rectas) no expresables: o una binomial o una 
primera bimedial o una «m ayor» o el lado del cuadrado equi
valente a un (área) medial más una expresable.

Sea AB el (área) expresable y TA la medial.
Digo que el lado del cuadrado equivalente al área a a  es o 

binomial o primera bimedial o «mayor» o el lado del cuadrado 
equivalente a un (área) expresable más una medial.
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Pues AB o es mayor que TA o es menor. Sea en primer lugar 
mayor; y póngase la (recta) expresable EZ, y apliqúese a EZ el

rectángulo EH igual a AB que produzca la anchura E0; y apli
qúese a EZ el rectángulo 01 igual a Ar que produzca la anchura 
BK. Y puesto que AB es expresable y es igual a EH, entonces 
EH es también expresable y se ha aplicado a EZ produciendo la 
anchura E©; luego E0 es expresable y conmensurable en longi
tud con EZ IX 20). Puesto que LA es, a su vez, medial y es igual 
a 01, entonces 01 es también medial. Y se ha aplicado a la recta 
expresable F.7. produciendo la anchura 0K; luego 0K es expresa- 
ble e inconmensurable en longitud con EZ [X 221. Y como TA es 
medial, mientras que AB es expresable, entonces AB es incon
mensurable con i~a ; de modo que EH es inconmensurable con 01. 
Pero como EH es a 01, así E0 a 0K | VI 1): luego E0 es incon
mensurable en longitud con 0K (X 11]. Y ambas son expresa- 
bles; entonces E0, 0K son (rectas) expresables conmensurables 
sólo en cuadrado; luego EK es una (recta) binomial dividida por 
el (punto) 0  [X 36). Y puesto que AB es mayor que TA, mientras 
que AB es igual a EH, y TA (es igual) a 01, entonces EH es tam
bién mayor que ©I; luego E0 es también mayor que ©K. Pues 
bien, el cuadrado de E0 es mayor que el de 0K o bien en el (cua
drado) de una (recta) conmensurable en longitud con (E0) o bien 
en el de una (recta) inconmensurable con ella.

En primer lugar, sea mayor en el (cuadrado) de una (recta) 
conmensurable con ella (0E); ahora bien, la mayor, 9E, es con
mensurable con la recta propuesta EZ; entonces EK es una (rec
ta) primera binomial (X Seg. Def. 1]. Y EZ es expresable; pero 
si un área es comprendida por una (recta) expresable y una pri
mera binomial, e l lado del cuadrado equivalente al área es una 
binomial [X 54], Así pues, el lado del cuadrado equivalente a 
El es binomial; de modo que el lado del cuadrado equivalente 
a a a  es también binomial.

Pero ahora sea el cuadrado de E0 mayor que el de 0K en el 
(cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (E0). Aho
ra bien, la mayor E0 es conmensurable en longitud con la (rec
ta) expresable propuesta EZ; entonces EK es una cuarta bino
mial [X Seg. Def. 4], Pero EZ es expresable; y si un área está 
comprendida por una (recta) expresable y una cuarta binomial. 
el lado del cuadrado equivalente al área es la recta no expresa- 
ble llamada «mayor» [X 57). Así pues el lado del cuadrado 
equivalente al área El es una recta «mayor»; de modo que tam
bién el lado del cuadrado equivalente a AA es «mayor».

Pero sea ahora AB menor que ta; entonces EH es menor 
que 01; de modo que E0 es también menor que 0K. Pero el
cuadrado de 0K es mayor que 
el de E0 o bien en el cuadrado 
de una (recta) conmensurable 
con (0K) o bien en el de una 
inconmensurable con ella. En 
primer lugar sea mayor en el E 
(cuadrado) de una (recta) con- e 
mensurable en longitud con 
ella; ahora bien, la menor, E0, K 
es conmensurable en longitud
con la recta propuesta EZ; entonces EK es una segunda bino
mial (X Seg. Def. 2\. Pero EZ es expresable; y si un área está

m . i ■■■Ai
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comprendida por una (recta) expresable y una segunda bino- 
mial, el lado del cuadrado equivalente al área es una primera 
bimedial [X 55); así pues, el lado del cuadrado equivalente al 
área El es una primera bimedial, de modo que el lado del cua
drado equivalente al área aa es también una primera bimedial.

Pero ahora sea el cuadrado de 0K mayor que el de 0E en el 
(cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (0K). Aho
ra bien, la recta menor E0 es conmensurable con la (recta) ex
presable propuesta EZ; entonces EK es una quinta binomial [X 
Seg. Def. 5]. Pero EZ es expresable; y si un área está compren
dida por una (recta) expresable y una quinta binomial, el lado 
del cuadrado equivalente al área es el lado del cuadrado equi
valente a un (área) expresable más una medial [X 58], Por tan
to, el lado del cuadrado equivalente al área El es el lado del 
cuadrado equivalente a un (área) expresable más una medial; 
de modo que el lado del cuadrado equivalente a AA es el lado 
del cuadrado equivalente a un área expresable más una medial.

Por consiguiente, si se suman un área expresable y una me
dial, se producen cuatro (tipos de) rectas no expresables: o una 
binomial o una primera bimedial o una «mayor» o el lado del 
cuadrado equivalente a un (área) expresable más una medial. 
Q. E. D.

Proposición 72

Si se suman dos áreas mediales inconmensurables entre sí, 
resultan los dos restantes (tipos de) rectas no expresables: o la 

segunda bimedial o el lado del cuadrado equivalente a la 
suma de dos (áreas) mediales.

Súmense pues las dos (áreas) mediales inconmensurables 
entre sí AB, TA.

Digo que el lado del cuadrado igual a a a  o es una segunda 
bimedial o es el lado del cuadrado equivalente a la suma de 
dos áreas mediales.

Pues AB o es mayor o es menor que t a . Sea AB, si se da el 
caso, en primer lugar, mayor que t a ; y póngase la recta expre
sable EZ, y apliqúese a EZ el 
rectángulo EH igual a AB que 
produzca la anchura E0, y el 
(rectángulo) 01 igual a TA que 
produzca la anchura 0 K. Y 
puesto que cada una de las 
(áreas) AB, LA es medial, en
tonces cada una de las (áreas) ©
EH, 01 es también medial. Y se k v • i
han aplicado a la (recta) expre
sable ZE produciendo las anchuras E0, 0K; así pues, cada una 
de las (rectas) E0, 0K es expresable e inconmensurable en lon
gitud con EZ (X 22j. Y puesto que AB es inconmensurable con 
EA, y AB es igual a EH, y ta a 01, entonces EH es también in
conmensurable con 01. Pero como EH es a 01, así E0 es a 0K
[VI 1J; entonces E0 es inconmensurable en longitud con 0K [X 
11], Así pues E0, 0K son (rectas) expresables conmensurables 
sólo en cuadrado; luego EK es binomial [X 36). Pero el cuadra
do de E0 es mayor que el de 0K o bien en el cuadrado de una 
(recta) conmensurable con (0K) o bien en el de una inconmen
surable con ella.

Sea mayor el cuadrado (de 0K), en primer lugar, en el cua
drado de una recta conmensurable en longitud con ella (0K).
Ahora bien, ninguna de las (rectas) E0, 0K es conmensurable
en longitud con la (recta) expresable propuesta EZ; entonces EK 
es una tercera binomial [X Seg. Def. 31. Pero EZes expresable; 
y si un área está comprendida por una (recta) expresable y una 
tercera binomial, el lado del cuadrado equivalente al área es
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una segunda bimedial [X 56]; luego el lado de El, es decir de 
Aá es una segunda bimedial.

Pero ahora sea el cuadrado de E0 mayor que el de 0 K  en el 
(cuadrado) de una (recta) inconmensurable en longitud con 
ella (E 9 ); ahora bien, cada una de las (rectas) E9, 9 K  es incon
mensurable en longitud con EZ; luego EK es una sexta binomial 
]X Seg. Def. 6], Pero si un área está comprendida por una (rec
ta) expresable y una sexta binomial, el lado del cuadrado equi
valente al área es el lado del cuadrado equivalente a la suma de 
dos (áreas) mediales (X 59]; de modo que el lado del cuadrado 
equivalente al área AA es el lado del cuadrado equivalente a la 
suma de dos (áreas) mediales.

Por consiguiente, si se suman dos áreas mediales incon
mensurables entre sí, resultan los dos restantes (tipos de) rectas 
no expresables: o la segunda bimedial o el lado del cuadrado 
equivalente a la suma de dos áreas mediales.

Las (rectas) binomiales y las no expresables siguientes no 
son las mismas que una medial y difieren entre sí. Pues el 
cuadrado de una medial aplicado a una recta expresable pro
duce como anchura una recta expresable e inconmensurable 
en longitud con aquella a la que se ha aplicado (X 22], Mien
tras que el (cuadrado) de la binomial aplicado a una recta ex
presable produce como anchura la primera binomial ]X 60]. 
Y el cuadrado de la primera binomial aplicado a una (recta) 
expresable produce como anchura la segunda binomial [X 
61]. Pero el cuadrado de una segunda bimedial aplicado a 
una (recta) expresable produce como anchura la tercera bino
mial [X 62]. Y el cuadrado de una «mayor» aplicado a una 
(recta) expresable produce como anchura la cuarta binomial 
[X 63]. Mientras que el cuadrado del lado equivalente a un 
área expresable más una medial aplicado a una (recta) expre
sable produce como anchura la quinta binomial |X  64]. Pero

el cuadrado del lado del cuadrado equivalente a la suma de 
dos (áreas) mediales aplicado a una (recta) expresable produ
ce como anchura la sexta binomial [X 65]. Dichas anchuras 
son diferentes de la primera y entre sí; de la primera porque 
es expresable, y entre sí porque no son del mismo orden. De 
modo que las propias (rectas) no expresables también son di
ferentes entre sí.

Proposición 73

Si se quita de una (recta) expresable otra recta expresable 
que sea conmensurable sólo en cuadrado con la (recta) entera, 
la (recta) restante no es expresable; llámese apótoma.

Quítese, pues, de la (recta) expresable AB, la recta expresa- 
ble Br que es conmensurable sólo en cuadrado con la (recta) 
entera.

Digo que la (recta) restante Ar es la recta no expresable lla
mada apótoma.

Pues como AB es inconmensurable en longitud con Br, y 
como AB es a Br, así el (cuadrado) de AB al (rectángulo com
prendido) por AB, BT, entonces, el 
(cuadrado) de AB es inconmensurable  ̂ ' ' B
con el (rectángulo comprendido) por
AB, Br [X 11], Pero los (cuadrados) de AB, Br son conmensu
rables con el (cuadrado) de AB [X 15], y el doble del (rectán
gulo comprendido) por AB, Br es conmensurable con el (rec
tángulo comprendido) por AB, Br (X 6]. Y puesto que los 
(cuadrados) de AB, Br son iguales al doble del (rectángulo 
comprendido) por AB, Br junto con el cuadrado de TA [II 7], 
entonces los cuadrados de AB, Br son inconmensurables tam
bién cop el resto, el cuadrado de Ar [X 13, 16]. Pero los cua-
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drados de AB, Br son expresables;.por tanto, Ar no es expresa- 
ble; llámesela apótoma. Q. E. D.38.

P roposición 74

Si de una (recta) medial se quita otra medial que sea con
mensurable sólo en cuadrado con la recta (entera) y  que com
prenda junto con la recta entera un (rectángulo) expresable, la 
(recta) restante no es expresable; llámesela primera apótoma 
de una medial.

Quítese, pues, de la (recta) medial AB la (recta) medial Br 
que es conmensurable sólo en cuadrado con AB y produce jun- 

to con AB el (rectángulo) expresable (comprendido) por 
a b , Br.

Digo que la (recta) restante A r no es expresable; llá
m ese prim era apótom a de una medial.

Pues com o AB, B r son m ediales, los cuadrados de 
.. r AB, B r son tam bién m ediales. Pero el doble del (rec

tángulo  com prendido) po r AB, B r es expresable; en ton
ces los cuadrados de AB, B r son inconm ensurables con 

^ a el doble del (rectángulo  com prendido) por AB, Br; lue
go el doble del (rectángulo  com prendido) por AB, B r es 

inconm ensurable con el resto , el cuadrado de A r  [II 71; pues
to  que, si una m agnitud total es inconm ensurable con una de

38 Euclides continúa ahora, dentro de la clasificación general, con aquellas 
rectas que son producidas por la diferencia de dos rectas expresables incon
mensurables.

Taisbak relaciona el nombre de «apótoma» con el lado del decágono regu
lar, que resulta de la diferencia de los mismos lados de cuadrados que. suma
dos, producen el diámetro del círculo. Cf. nota 28.
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las (m agnitudes parciales), tam bién las m agnitudes iniciales 
serán inconm ensurables (X 16J. Pero el doble del (rectángulo  
com prendido) por a b , Br es expresable; luego el cuadrado de 
A r no es expresab le ; por consigu ien te A T no es expresable; 
llám esela p rim era apótom a de una m edial.

P roposición 75

Si de una (recta) medial se quita otra medial que sea con
mensurable sólo en cuadrado con la (recta) entera v que com
prenda con la recta entera un rectángulo medial, la recta res
tante no es expresable; llámesela segunda apótoma-de una 
medial.

Quítese, pues, de la (recta) medial AB, la (recta) TB que es 
conm ensurable só lo  en cuadrado  con la (recta) en tera AB y 
com prende con la (recta) en-
tera AB el (rectángulo) m edial i— . : —  ------ 1

AB, B r[X 2 8 ] , A '] ; lZ , , 1H
Digo que la (recta) restan- r  ~ ~ ~ ¡ 1  ..... -

te Ar no es expresable; llám e
sela segunda apótom a de una 
medial.

Póngase, pues, la recta ex-
presable Al y apliqúese a Al un 1 0  E
(paralelogramo) AE igual a los
(cuadrados) de AB, Br que produzca la anchura AH y apliqúese 
a n  el (paralelogram o) A0 igual al doble del (rectángulo com 
prendido) por AB, BT que produzca la anchura AZ; entonces el 
resto ZE es igual al (cuadrado) de Ar 111 7]: ahora bien, puesto 
que los (cuadrados) de AB, Br son m ediales y conm ensurables, 
entonces AE es tam bién m edial [X 15 y 23 Por.]. Y se ha apli-
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cado a la recta expresable Al produciendo la anchura AH. Por 
tanto AH es expresable e inconmensurable en longitud con ai 
[X 22]. Puesto que el (rectángulo comprendido) por AB, Br es, 
a su vez, medial, entonces el doble del (rectángulo comprendi
do) por AB, Br es también medial [X 23 Por.]. Y es igual a A0; 
luego A0 es también medial. Y se ha aplicado a la (recta) ex
presable Al produciendo la anchura AZ; así pues, AZ es expresa- 
ble e inconmensurable en longitud con Al [X 22]. Y puesto que 
AB es conmensurable sólo en cuadrado con Br, entonces AB es 
inconmensurable en longitud con BP; luego el cuadrado de AB 
es también inconmensurable con c! (rectángulo comprendido) 
por AB, BE [X II ]. Pero los (cuadrados) de AB, Br son conmen
surables con el (cuadrado) de AB [X 15], y el doble del (rectán
gulo comprendido) por AB, Br es conmensurable con el (rec
tángulo comprendido) por AB, BP [X 6J; entonces el doble del 
(rectángulo comprendido) por AB, Br es inconmensurable con 
los (cuadrados) de AB, Br [X 13], Pero AE es igual a los (cua
drados) de AB, Br, mientras que A0 es (igual) al doble del (rec
tángulo comprendido) por AB, Br; entonces AE es inconmensu
rable con A0. Pero como AE es a A0, así HA a AZ (VI 1]; así 
pues HA es inconmensurable con AZ [X 11], Y ambas son ex- 
presables; entonces HA, AZ son (rectas) expresables conmensu
rables sólo en cuadrado; luego ZH es apótoma [X 73], Pero Al 
es expresable; y el (rectángulo comprendido) por una (recta) 
expresable y una no expresable no es expresable [Deducción a 
partir de X 20], y el lado del cuadrado equivalente no es expre
sable. Ahora bien. Al es el lado del cuadrado equivalente a ZE; 
por consiguiente, Al no es expresable; llámesela segunda apó
toma de una medial. Q. E. D.
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Proposición 76

Si de una recta se quita otra recta que sea inconmensura
ble en cuadrado con la ( recta) entera y  haga con la ( recta) en
tera la suma de sus cuadrados expresable y  el (rectángulo 
comprendido) p o r ellas medial, la recta restante no es expresa- 
ble; llámesela «m enor».

Quítese de la recta AB la recta Br que es inconmensurable 
en cuadrado con la recta entera y cumple las (condiciones) an
tedichas [X 33],

Digo que la (recta) restante Ar es la (recta) no expresable 
llamada «menor».

Pues como la suma de los cuadrados de AB, Br es expresa- 
ble, y el doble del (rectángulo comprendido) por AB, Br 
medial, entonces los (cuadrados)
de AB, B r son inconmensurables ^ ¿
con el doble  del (re ctá n g u lo
comprendido) por AB, Br; y por conversión los (cuadrados) de 
AB, Br son inconmensurables con el resto, el cuadrado de Ar 
[II 7 y X 16]. Pero los (cuadrados) de AB, Br son expresables, 
luego el (cuadrado) de AP no es expresable; por consiguiente, 
Ar no es expresable; llámesela «menor». Q. E. D.

Proposición 77

Si de una recta se quita otra recta que sea inconmensura
ble en cuadrado con la (recta) entera, y  que haga, con la recta 
entera, la suma de sus cuadrados medial, pero el doble del 
(rectángulo comprendido) por ellas expresable, la recta res-
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tante no es expresable; llámesela la que hace con un área ex

píe sable un área entera medial.

Quítese, pues, de la recta ab la recta Br que es inconmen
surable en cuadrado con AB y cumple las (condiciones) antedi
chas [X 34],

Digo que la (recta) restante Ar es la mencionada recta no 
expresable.

Pues como la suma de los cuadrados de a b , B r es medial,
A y el doble del (rectángulo comprendido) por AB, Br 

expresable, entonces los (cuadrados) de AB, Br son 
inconmensurables con el doble del (rectángulo com
prendido) por AB, Br; luego el resto, el (cuadrado) de 
Ar es inconmensurable con el doble del (rectángulo

r comprendido) por AB, Br [II 7 y X 16]. Ahora bien, el 
doble del (rectángulo comprendido) por AB, Br es ex
presable; así pues el cuadrado de Ar no es expresable;

B por consiguiente Ar no es expresable; llámesela la 
que hace con un área expresable un área entera medial. 
Q. E. D.

Proposición 78

Si de una recta se quita otra recta que sea inconmensura
ble en cuadrado con la (recta) entera y  que haga junto con la 

(recta) entera la suma de sus cuadrados medial y  el doble del 
(rectángulo comprendido) p or ellas medial y  además sus cua
drados inconmensurables con el doble del (rectángulo com
prendido) por ellas, entonces la recta restante no es expresa- 
ble; llámesela la que hace con un (área) medial un (área) 

entera medial.

Quítese, pues, de la recta AB la (recta) Bl que sea incon
mensurable en cuadrado con AB y que cumpla las condiciones 
antedichas [X 35].

Digo que la (recta) restante AI es la (recta) no expresable 
llamada la que hace con un (área) medial un (área) entera me
dial.

Póngase, pues, la (recta) expresable Al y apliqúese a Al el 
(rectángulo) AE igual a los (cuadrados) de AB, Br que produz
ca la anchura AH, y quítese 
A8 igual al doble del (rec
tángulo comprendido) por 
AB, BF. Entonces el (rectán
gulo) restante ZE es igual al 
(cuadrado) de A r  [II 7]; de 
modo que AT es el lado del 
cuadrado equivalente a ZE. Ahora bien, puesto que la suma 
de los cuadrados de AB, BT es medial y es igual a AE, enton
ces AE es medial. Y se ha aplicado a la (recta) expresable Al 
produciendo la anchura AH; luego AH es expresable e incon
mensurable en longitud con Al [X 22]. Puesto que el doble 
del (rectángulo comprendido) por AB, Br es, a su vez, medial 
y es igual a A0, entonces A0 es medial; y se ha aplicado a la 
(recta) expresable ai produciendo la anchura AZ; luego AZ es 
también expresable e inconmensurable en longitud con Al [X 
22]. Y como los cuadrados de AB, Br son inconmensurables 
con el doble del (rectángulo comprendido) por AB, Br, enton
ces AE es también inconmensurable con A0. Pero como AE es 
a A0, así ah a AZ l VI 1 ]; luego AH es inconmensurable con AZ 
[X 11], Y ambas son expresables, entonces HA, AZ son (rec
tas) expresables conmensurables sólo en cuadrado. Luego ZH 
es apótoma [X 73]. Y Z0 es expresable. Pero el rectángulo 
comprendido por una (recta) expresable y una apótoma no es 
expresable [Deducción de X 20] y el lado del cuadrado equi-

A Z H

1 © E
, « •• :1' • ■'|----------- » ................. ..  ............1

a r  b

228 —  5
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valente a él no es expresable; ahora bien, A r  es el lado del 

cuadrado equivalente a ZE; por consiguiente, A r  no es expre
sable; llámesela la que hace con un (área) medial un (área) 

entera medial. Q. E. D.

P roposición 79

A una apótoma únicamente se le adjunta una (recta) expre
sable que sea conmensurable sólo en cuadrado con la (recta) 
entera.

Sea AB la apótoma y Br la adjunta a ella; entonces Ar, TB 
son (rectas) expresables conmensurables sólo en cuadrado [X 

731.
T  A Digo que no se adjunta a AB ninguna otra (recta) 

expresable que sea conmensurable sólo en cuadrado 
con la (recta) entera.

B Pues, si es posible, adjúntese Ba ; entonces AA, AB 
son también (rectas) expresables conmensurables sólo 
en cuadrado [X 73]. Y como aquello en lo que exceden 
los (cuadrados) de AA, AB al doble del (rectángulo 

r comprendido) por a a , AB en eso exceden también los 
a (cuadrados) de Ar, TB al doble del (rectángulo com

prendido) por Ar, TB, porque ambos exceden en lo mismo al 
(cuadrado) de AB [II 7]; entonces, por alternancia, aquello en 
lo que exceden los (cuadrados) de AA, AB a los (cuadrados) de 
Ar, TB, en eso excede el doble del (rectángulo comprendido) 
por a a , AB al doble del (rectángulo comprendido) por Ar, TB. 
Pero los (cuadrados) de a a , AB exceden a los (cuadrados) de 
Ar, TB en un (área) expresable, porque ambos son expresables. 
Así pues, el doble del (rectángulo comprendido) por AA, AB ex
cede al doble del (rectángulo comprendido) por AL, TB en un

(área) expresable; lo cual es imposible, porque ambas son áre
as mediales [X 21], y un (área) medial no excede a un (área) 
medial en un (área) expresable [X 26]. Por tanto, no se adjunta 
a AB otra (recta) expresable que sea conmensurable sólo en 
cuadrado con la (recta) entera.

Por consiguiente, a una apótoma únicamente se le adjunta 
una (recta) expresable que sea conmensurable sólo en cuadra
do con la (recta) entera. Q. E. D.

P roposición 80

A una primera apótoma de una medial se le adjunta única
mente una ( recta) medial que sea conmensurable sólo en cua
drado con la (recta) entera y  que comprenda junto con la (rec
ta) entera un (rectángulo) expresable.

Sea, pues, AB la primera apótoma de una medial y adjúnte
se a AB la (recta) Br; entonces AT, TB son (rectas) mediales 
conmensurables sólo en cuadrado que comprenden el 
rectángulo expresable Ar, TB [X 74],

Digo que no se añade a AB ninguna otra recta me
dial que sea conmensurable sólo en cuadrado con la 8 
(recta) entera y que comprenda junto con la (recta) en
tera un (rectángulo) expresable.

Pues, si es posible, adáptese también AB; entonces 
AA, AB son (rectas) mediales conmensurables sólo en 
cuadrado que comprenden el (rectángulo) expresable A 
a a , AB [X 74], Y como aquello en lo que exceden los 
(cuadrados) de a a , AB al doble del (rectángulo comprendido) 
por a a , AB, en eso exceden también los (cuadrados) de Ar, TB 
al doble del (rectángulo comprendido) por Ar, TB, porque ex
ceden en lo mismo, en el (cuadrado) de AB [II 7]; ení
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por alternancia, aquello en lo que exceden los (cuadrados) de 
AA, AB a los (cuadrados) de Ar, rB, en eso excede también el 
doble del (rectángulo comprendido) por AA, AB al doble del 
(rectángulo comprendido) por AT, rB. Pero el doble del (rec
tángulo comprendido) por AT, LB excede al doble del (rectán
gulo comprendido por Ar, TB en un área expresable, porque 
ambos son expresables; así pues, los (cuadrados) de AA, AB 
exceden a los (cuadrados) de Ar, TB en un (área) expresable; 
lo cual es imposible, porque ambos son mediales y un área 
medial no excede a un (área) medial en un (área) expresable 
[X 26].

Por consiguiente, a la primera apótoma de una medial se le 
adjunta únicamente una recta medial que sea conmensurable 
sólo en cuadrado con la (recta) entera y comprenda con la (rec
ta) entera un (rectángulo) expresable. Q. E. D.

P roposición 81

A  la segunda apótoma de una medial de le adjunta única
mente una (recta) medial conmensurable sólo en cuadrado con 

la (recta) entera que comprenda con la (recta) entera un (rec
tángulo) medial.

Sea AB la segunda apótoma de una medial y Br la adjunta a 
AB; entonces Ar, rB  son (rectas) mediales conmensurables sólo 
en cuadrado que comprenden el (rectángulo) medial Ar, TB [X 
751.

Digo que no se adjuntará a AB ninguna otra (recta) medial 
que sea conmensurable sólo en cuadrado con la (recta) entera y 
comprenda con la (recta) entera un (rectángulo) medial.

Pues, si es posible, adjúntese BA; entonces a a , a b  son 
(rectas) mediales conmensurables sólo en cuadrado que com
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a
—f

prenden el (rectángulo) medial AA, AB |X  75]; póngase la 

(recta) expresable EZ, y apliqúese a EZ el (rectángulo) EH 

igual a los (cuadrados) de
Ar, TB que produzca la an- *_____
chura EM; y quítese el (rec
tángulo) ©H igual al doble 

del (rectángulo comprendi
do) por Ar,  rB  que produz
ca la anchura ©M; entonces 
el resto e a  es igual al cua

drado de AB ]II 7]; de modo 
que AB es el lado del cua

drado e q u iva le n te  a EA.
Pues apliqúese, a su vez, a 
EZ el (área) El igual a los
(cuadrados) de AA, AB que produzca la anchura EN; pero EA 
es también igual al (cuadrado) de AB; entonces el (área) res
tante 01 es igual al doble del (rectángulo comprendido) por 
AA, AB [II 7]. Ahora bien, dado que AT, TB son mediales, en
tonces los (cuadrados) de AT, rB son también mediales: y son 
iguales a EH; así pues, EH es también medial [X 15 y 23 Por.). 
Y se ha aplicado a la (recta) expresable EZ produciendo la an
chura EM; luego EM es una (recta) expresable inconmensura
ble en longitud con EZ [X 22]. Puesto que el (rectángulo 
comprendido) por Af, rB es, a su vez, medial, el doble del 
(rectángulo comprendido) por AT, TB es también medial |X 
23 Por.]. Y es igual a 0H; entonces ©H es también medial. 
Ahora bien, se ha aplicado a la (recta) expresable F.7. produ
ciendo la anchura 0M ; luego 0M  es también expresable in
conmensurable en longitud con EZ [X 22], Y como Ar, rB 
son conmensurables sólo en cuadrado, entonces AT es incon
mensurable en longitud con TB. Pero, como a t  es a rB, así el 
(cuadrado) de Ar al (rectángulo comprendido) por Ar, rB; en-
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tonces el (cuadrado) de A r  es inconmensurable con el (rec
tángulo comprendido) por Ar, TB [X 11], Ahora bien, los 
(cuadrados) de Ar, TB son conmensurables con el cuadrado 
de Ar, mientras que el (rectángulo comprendido) por Ar, rB 
es conmensurable con el doble del (rectángulo comprendido) 
por Ar, TB (X 6]; luego los (cuadrados de Ar, TB son incon
mensurables con el doble del (rectángulo comprendido) por 
Ar, TB [X 131. Y EH es igual a los cuadrados de AT, rB , mien
tras que HA es igual al doble del (rectángulo comprendido) 
por AT, rB ; así pues, EH es inconmensurable con 6H. Pero 
como EH es a 0H, así EM a 6M [VI 1J; entonces EM es incon
mensurable en longitud con M0 [X 11]: y ambas son expresa- 
bles; luego EM, M© son (rectas) expresables conmensurables 
sólo en cuadrado; por tanto, E© es una apótoma y 0M la ad
junta a ella [X 73]. De manera semejante demostraríamos 
ahora que 0N también es adjunta a ella; entonces, se adjuntan 
a una apótoma dos rectas distintas que son conmensurables 
sólo en cuadrado con la (recta) entera; lo cual es imposible 
IX 79],

Por consiguiente, a la segunda apótoma de una medial se le 
adjunta únicamente una recta medial que sea conmensurable 
sólo en cuadrado con la (recta) entera y que comprenda con la 
recta entera un rectángulo medial. Q. E D.

P roposición 82

A una (recta) «menor» se le adjunta únicamente una recta 
que sea inconmensurable en cuadrado con la recta entera y 
que haga junto con la recta entera la suma de sus cuadrados 
expresable v el doble del rectángulo comprendido por ellas 
medial.

Sea AB la (recta) «menor», y sea Br la adjunta a AB; enton
ces Ar, TB son (rectas) inconmensurables en cuadrado que 
hacen la suma de sus cua
drados expresable y el rec- *______ J_____________ rt *
tángulo comprendido por 
ellas medial [X 76].

Digo que no se adjuntará otra recta a AB que cumpla las 
mismas condiciones.

Pues, si es posible, adjúntese BA; entonces AA, AB son (rec
tas) inconmensurables en cuadrado que cumplen las condicio
nes antedichas [X 76]. Ahora bien, como aquello en lo que ex
ceden los (cuadrados) de aa , ab a los (cuadrados) de Ar, rB, 
en eso excede también el doble del (rectángulo comprendido) 
por AA, AB al doble del (rectángulo comprendido) por Ar, TB y 
los (cuadrados) de AA, AB exceden a los cuadrados de Ar, TB 
en un (área) expresable, porque ambos son expresables, enton
ces el doble del (rectángulo comprendido) por AA, AB excede al 
doble del (rectángulo comprendido) por Ar, TB en un (área) 
expresable; lo cual es imposible, porque ambos son mediales 
[X 26].

Por consiguiente, a una recta «menor» se le adjunta única
mente una recta que sea inconmensurable con la (recta) entera 
y que haga con la (recta) entera la suma de sus cuadrados ex
presable y el doble del rectángulo comprendido por ellas me
dial. Q. E. D.

Proposición 83

A una recta que hace con un (área) expresable un (área) 
entera medial se le adjunta únicamente una recta que sea in
conmensurable en cuadrado con la (recta) entera y que haga.
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duzca la anchura EN. Pero el (cuadrado) de AB es tam bién igual 
a EA; entonces el resto, el doble del (rectángulo com prendido) 
por aa , AB [II 7] es igual a 0!. A hora bien, com o la sum a de los 
cuadrados de Ar, EB es m edial y es igual a EH, entonces EH es 
tam bién m edial. Y se ha aplicado a la (recta) expresable EZ 
produciendo la anchura EM; luego EM es expresable e incon
m ensurable en longitud con EZ |X  2 2 J. Puesto que el doble del 
(rectángulo com prendido) por AE, EB es, a su vez, medial y es 
igual a 0H, entonces 0H es tam bién medial. Y se ha aplicado a 
la (recta) expresable EZ produciendo la anchura HM; luego OM 
es expresable e inconm ensurable en longitud con EZ [X 22). Y 
com o los (cuadrados) de AE, EB son inconm ensurables con el 
doble del (rectángulo com prendido) por AE. EB, EH es también 
inconm ensurable con '->H; entonces EM es inconm ensurable en 
longitud con M0 [VI 1 y X 11). Y am bos son expresables; lue
go EM, M0 son (rectas) expresables conm ensurables sólo en 
cuadrado; por tanto, E0 es apótom a y 0M la adjunta a ella [X 
73}. De m anera sem ejante dem ostraríam os, a su vez, que E 0es 
apótom a y on  la adjunta a ella. Entonces se ad juntan  a una 
apótom a dos (rectas) expresables diferentes que son conm en
surables sólo en cuadrado con la (recta) entera; lo que se ha 
dem ostrado im posible |X  7 9 1. Por tanto, ninguna otra recta se 
adjuntará a AB.

Por consiguiente, a la recta AB se le adjunta únicam ente 
una recta que sea inconm ensurable en cuadrado  con la (recta) 
entera v que haga, con la recta entera, la sum a de sus cuadra
dos m edial, el doble del (rectángulo  com prendido) por ellas, 
m edial y adem ás la sum a de sus cuadrados inconm ensurable 
co n  el d o b le  d e l ( r e c tá n g u lo  c o m p re n d id o )  p o r  e l la s .  
Q F. D
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TERCERAS DEFINICIONES

1. Dada una (recta) expresable y una apótoma, si el cuadrado
de la (recta) entera es mayor que el de la (recta) adjunta 
en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable en longi
tud con ella (la recta entera), y la (recta) entera es con
mensurable en longitud con la (recta) expresable dada, 
llámese (la apótoma) primera apótoma.

2. Y si la recta adjunta es conmensurable en longitud con la
(recta) expresable dada, y el cuadrado de la recta entera 
es mayor que el de la adjunta en el (cuadrado) de una 
(recta) conmensurable con ella, llámese (la apótoma) 
segunda apótoma.

3. Y si ninguna de las dos es conmensurable en longitud con
la (recta) expresable dada, y el cuadrado de la (recta) 
entera es mayor que el de la adjunta en el (cuadrado) de 
una (recta) conmensurable con ella, llámese (la apóto
ma) tercera apótoma.

4. Si, a su vez, el cuadrado de la recta entera es mayor que el
de la adjunta en el cuadrado de una (recta) inconmensu
rable con ella (la recta entera), entonces, si la (recta) en
tera es conmensurable en longitud con la (recta) expre
sable dada, llámese (la apótoma) cuarta apótoma.

5. Pero si la adjunta (es conmensurable), quinta.
6. Y si ninguna de las dos (es conmensurable), sexta.

P r o p o s ic ió n  85 

Hallar la primera apótoma.

Póngase la (recta) expresable A, y sea BH una (recta) con-
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mensurable en longitud con ella; entonces BH es también ex- 
presable. Pónganse dos números cuadrados AE, EZ, cuya dife-

b r  h
A|----- ----------1 I — I-----‘------------- 1
e i— -  ■" — i i------ 1-------- -------1

E  Z  A

renda, ZA, no sea un número cuadrado; entonces EA tampoco 
guarda con AZ la razón que un número cuadrado guarda con un 
número cuadrado. Y hágase (de forma que) como EA es a AZ, 
así el cuadrado de BH al cuadrado de HE (X 6 Por.]; entonces el 
(cuadrado) de BH es conmensurable con el de Hr [X 6]. Pero 
el (cuadrado) de BH es expresable; así pues, el cuadrado de Hr 
también es expresable; luego Hr es expresable. Y como EA no 
guarda con AZ la razón que un número cuadrado guarda con un 
número cuadrado, entonces el (cuadrado) de BH tampoco guar
da con el (cuadrado) de Hr la razón que un número cuadrado 
guarda con un número cuadrado.

Luego BH es inconmensurable en longitud con Hr. Y am
bas son expresables; entonces BH, Hr son (rectas) expresables 
conmensurables sólo en cuadrado; por tanto Br es una apóto- 
ma [X 73].

Digo ahora que es también primera.
Pues sea el (cuadrado) de 0  aquello en lo que el (cuadrado) 

de BH es mayor que el (cuadrado) de Hr. Y dado que, como EA 
es a ZA, así el (cuadrado) de BH al (cuadrado) de Hr, entonces, 
por conversión [V 11 Por.], como AE es a EZ, así el (cuadrado) 
de HB al (cuadrado) de 0. Pero AE guarda con EZ la razón que 
un número cuadrado guarda con un número cuadrado, pues 
cada uno de ellos es cuadrado; entonces el (cuadrado) de HB 
guarda con el de 0  la razón que un número cuadrado guarda 
con un número cuadrado; luego BH es conmensurable en longi
tud con 0  [X 9]. Ahora bien, el cuadrado de BH es mayor que
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el de Hr en el cuadrado de 0; entonces el cuadrado de BH es 
mayor que el de HE en el (cuadrado) de una (recta) conmensu
rable en longitud con ella (BH). Y la (recta) entera BH es con
mensurable en longitud con la recta propuesta A. Luego Br es 
una primera apótoma |X Ter. Def. 11.

Por consiguiente, se ha hallado la primera apótoma BE. 
Que es lo que había que hallar.

P r o t o s ic ió n  8 6

Hallar la segunda apólunui.

Póngase la (recta) expresable A y la (recta) HE conmensura
ble en longitud con A. Entonces HE es expresable. Y pónganse 
dos números cuadrados 
AE, EZ cuya diferencia, a

■*— -----------— ---- r - r r r r - %
AZ, no sea un (numero) .......

6 r u
cuadrado. Y hágase de , ¡ ■ y
modo que, com o ZA es
a AE, así el cuadrado de i----------- 1
EH al cuadrado de HB e z a

|X 6 Por.]. Entonces el 1 ‘ - '
cuadrado de EH es con
mensurable con el cuadrado de HB |X 6], Pero el cuadrado de 
EH es expresable. Luego el cuadrado de HB es también expre
sable; por tanto BH es expresable. Y como el (cuadrado) de HE 
no guarda con el (cuadrado) de HB la razón que un número 
cuadrado guarda con un número cuadrado, EH es inconmensu
rable en longitud con HB [X 9]. Y ambas son expresables; en
tonces EH, HB son (rectas) expresables conmensurables sólo en 
cuadrado; luego BE es apótoma [X 73].

Digo ahora que también es segunda.
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Pues sea el (cuadrado) de 0  aquello en lo que el (cuadrado) 
de BH es mayor que el de Hr. Así pues, dado que, como el 
(cuadrado) de BH es al (cuadrado) de Hr, así el número EA es al 
número AZ, entonces, por conversión, como el (cuadrado) de 
BH es al (cuadrado) de 0, así AE a EZ [V 19 Por.]. Y cada uno 
de los (números) AE, EZ es cuadrado; entonces el cuadrado de 
BH guarda con el de 0 la razón que un número cuadrado guar
da con un número cuadrado; luego BH es conmensurable en 
longitud con (-) |X 9). Y el cuadrado de BH es mayor que el de 
Hl en el (cuadrado) de 0; así pues, el cuadrado de BH es mayor 
que el de HE en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable en 
longitud con ella (BH). Y la (recta) adjunta EH es conmensura
ble con la (recta) cxpresable propuesta A. Por tanto. BE es una 
segunda apótoma IX Ter. Del'. 2].

Por consiguiente, se ha hallado la segunda apótoma BE. 
y. E. D

P roposición 87

Hallar la tercera apótoma.

Póngase la (recia) expresable a, y pónganse tres números 
E. BE. Ea que no guarden entre sí la razón que un número cua-

d ra d o  g u a rd a  co n  un n ú m e ro
1------------------' cuadrado, pero guarde I B con ba

z e  h la razón que un número cuadra-
1 do guarda con un número cua-

-■"■pT------ —<K d rado , y hágase  de fo rm a que,
i | f  com o E es a BE, así el cuadrado

de A al cuadrado de ZH, y com o 
R ^ * 1 BE es a EA. así el cuadrado de ZH

al (cuadrado) de 110 |X 6 Por.].
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Así pues, dado que, como E es a BE, así el cuadrado de A al 
cuadrado de ZH, entonces el cuadrado de A es conmensurable 
con el cuadrado de ZH [X 6]. Y el cuadrado de A es expresable. 
Luego el cuadrado de ZH es también expresable; por tanto, ZH 
es expresable. Y como E no guarda con BE la razón que un nú
mero cuadrado guarda con un número cuadrado, entonces el 
cuadrado de a tampoco guarda con el de ZH la razón que un 
número cuadrado guarda con un número cuadrado; luego a es 
inconmensurable en longitud con ZH ]X 9]. A su vez, dado 
que, como Br es a EA, así el cuadrado de ZH al de H0, entonces 
el (cuadrado) de ZH es conmensurable con el (cuadrado) de H0 
]X 6). Pero el (cuadrado) de H0 es expresable; luego el cuadra
do de H0 es también expresable; por tanto, H0 es expresable. 
Ahora bien, puesto que BE no guarda con EA la razón que un 
número cuadrado guarda con un número cuadrado, entonces el 
(cuadrado) de ZH tampoco guarda con el (cuadrado) de H0 la 
razón que un número cuadrado guarda con un número cuadra
do; luego ZH es inconmensurable en longitud con H0 [X 9|: y 
ambas son expresables; así pues ZH, H0 son (rectas) expresa- 
bles conmensurables sólo en cuadrado. Por tanto, Z0 es una 
apótoma [X 73).

Digo ahora que también es tercera.
Pues dado que, como E es a BE, así el cuadrado de A al de 

ZH. mientras que como BE es a EA, así el (cuadrado) de ZH al 
de BH, entonces, por igualdad, como E es a EA, así el cuadrado de 
A al de 0H [V 22], Pero E no guarda con TA la razón que un nú
mero cuadrado guarda con un número cuadrado; entonces el 
(cuadrado) de A tampoco guarda con el de H0 la razón que un 
número cuadrado guarda con un número cuadrado. Luego A es 
inconmensurable en longitud con H0 IX 9], Por tanto, ninguna 
de las (rectas) ZH, H0 es conmensurable en longitud con la 
(recta) expresable propuesta, A. Pues bien, sea el (cuadrado) de 
K aquello en lo que el (cuadrado) de ZH es mayor que el de H0.
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Así pues, dado que, como BT es a Ta, así el (cuadrado) de ZH al 
(cuadrado) de He, entonces, por conversión, como Br es a BA, 
así el cuadrado de ZH al de K (V 19 Por.]. Pero Br guarda con 
BA la razón que un número cuadrado guarda con un número 
cuadrado; entonces el (cuadrado) de ZH guarda con el de K la 
razón que un número cuadrado guarda con un número cuadra
do. Luego ZH es conmensurable en longitud con K ]X 9], y el 
cuadrado de ZH es mayor que el de H© en el (cuadrado) de una 
(recta) conmensurable con ella (ZH). Y además ninguna de las 
(rectas) ZH, H0 es conmensurable en longitud con la (recta) ex- 
presable propuesta a; por tanto, Z0 es una tercera apótoma.

P o r co n sig u ien te , se ha ha llado  la  te rcera  apó tom a Z0. 
Q. E. D.

P ro po sición  8 8  

Hallar la cuarta apótoma.

Póngase la recta expresable A y la (recta) BH conm ensura
ble en longitud con A; entonces BH es expresable. Y pónganse

los dos números AZ, ZE, de modo que el total AE no guarde con 
cada uno de los números AZ, EZ la razón que un número cua
drado guarda con un número cuadrado. Y hágase de modo que, 
como AE es a EZ, así el (cuadrado) de BH al (cuadrado) de Hr 
[X 6 Por,]; entonces el (cuadrado) de BH es conmensurable con 
el de Hr [X 6]; pero el (cuadrado) de BH es expresable, luego 
el (cuadrado) de Hr es también expresable; por tanto, HE es ex-

presable. Ahora bien, como AE no guarda con EZ la razón que 
un número cuadrado guarda con un número cuadrado, enton
ces el (cuadrado) de BH no guarda con el de Hr la razón que un 
número cuadrado guarda con un número cuadrado; luego BH es 
inconmensurable en longitud con Hr [X 9]. Y ambas son ex
presares; entonces BH, Hr son (rectas) expresables conmensu
rables sólo en cuadrado. Por tanto Br es apótoma (X 731.

Sea ahora el (cuadrado) de 0  aquello en lo que el (cuadra
do) de BH es mayor que el de Hr. Pues bien, dado que, como 
AE es a EZ, así el (cuadrado) de BH al de Hr, entonces, por con
versión, como EA es a AZ, así el (cuadrado) de HB al de 0  (V 19 
Por.]. Pero EA no guarda con AZ la razón que un número cua
drado guarda con un número cuadrado; luego el (cuadrado) de 
HB tampoco guarda con el (cuadrado) de O la razón que un nú
mero cuadrado guarda con un número cuadrado; por tanto BH 
es inconmensurable en longitud con 0  [X 9]. Ahora bien, el 
cuadrado de BH es mayor que el de Hr en el (cuadrado) de 0 , 
entonces el (cuadrado) de BH es mayor que el de Hr en el (cua
drado) de una (recta) inconmensurable con ella (BH). Y la (rec
ta) entera BH es conmensurable en longitud con la (recta) ex
presable propuesta, A. Por tanto, Br es una cuarta apótoma.

Por consiguiente se ha hallado la cuarta apótoma. Q. E. D.

LI BROX 14 5

P ro po sición  8 9  

Hallar la quinta apótoma.

Póngase la (recta) expresable a , y sea la (recta) TH con
mensurable en longitud con A; entonces TH es expresable. 
Pónganse, a su vez, dos números AZ, ZE de modo que AE no 
guarde con ninguno de ellos la razón que un número cuadra
do guarda con un número cuadrado; y hágase de forma que
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como ZE es a EA, así el (cuadrado) de rH al de HB. Entonces 
el (cuadrado) de HB es también expresable IX 6]; luego BH es 

también expresable; dado que, como ae es a 
EZ, así el (cuadrado) de BH al de Hr, mien
tras que AE no guarda con EZ la razón que 
un número cuadrado guarda con un número 
cuadrado, entonces el (cuadrado) de BH 
tampoco guarda con el de Hr la razón que 
un número cuadrado guarda con un número 
cuadrado; luego BH es inconmensurable en 
longitud con Hr |X 9], Y ambas son expre
sabas; entonces BH, HE son (rectas) expre

sabas conmensurables sólo en cuadrado. Por tanto Br es una 
apótoma |X 71}.

Digo ahora que es también quinta.
Sea, pues, el (cuadrado) de (-) aquello en lo que el (cuadra

do) de BH es mayor que el de Hr. Así pues, dado que. como el 
(cuadrado) de BH es al de Hr, así AE a EZ. entonces, por con
versión. como EA es a AZ, así el (cuadrado) de BH al de e  [V 19 
Por.]. Pero EA no guarda con AZ la razón que un número cua
drado guarda con un número cuadrado; entonces el (cuadrado) 
de Bit tampoco guarda con el (cuadrado) de o  la razón que un 
número cuadrado guarda con un número cuadrado; luego BH es 
inconmensurable en longitud con M ¡X 9|, Y el cuadrado de BH 
es muyor que el de H! en el (cuadradoi de <->: entonces el cu«. 
drado de HB es mayor que el de Hr en el (cuadrado) de una 
(recta) inconmensurable en longitud con ella (HB). Y la (recta) 
adjunta TH es conmensurable en longitud con la (recta) expre
sable propuesta, A. Por tanto Br es una quinta apótoma.

Por consiguiente, se ha hallado la quinta apótoma BT. 
Q. E. D.
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Proposición 90  

Hallar la sexta apótoma.

Póngase la recta expresable A y tres números E, Br, PA que
no guarden entre sí la razón que un número cuadrado guarda
con un número cuadrado; y además

j  ,  a  i------------------------- 1no guarde TB con BA la razón que un
número cuadrado guarda con un nú- £ ^ “ J,
mero cuadrado; y hágase de forma ^
que como E es a Br, así el (cuadra
do) de A al (cuadrado) de ZH y como e i------- - i

BP es a la, así el (cuadrado) de ZH al i------- -------1------h
(cuadrado) de H(-) [X 6 Por.]. 8 a r

Pues dado que, como E es a Br, así el (cuadrado) de A al 
(cuadrado) de ZH, entonces el (cuadrado) de A es conmensura
ble con el (cuadrado) de ZH [X 6]. Pero el (cuadrado) de A es 
expresable; luego el (cuadrado) de ZH es también expresable; 
por tanto ZH es también expresable; y como E no guarda con 
Br la razón que un número cuadrado guarda con un número 
cuadrado, entonces el (cuadrado) de a  no guarda con el (cua
drado) de ZH la razón que un número cuadrado guarda con un 
número cuadrado; luego a es inconmensurable en longitud con 
ZH [X 9j, Puesto que, como Br es a TA, así, a su vez, el (cua
drado) de ZH al (cuadrado) de He, entonces el (cuadrado) de 
ZH es conmensurable con el (cuadrado) de He (X 6], Pero el 
(cuadrado) de ZH es expresable; luego el (cuadrado) de H0 es 
también expresable; por tanto, H0 es expresable. Ahora bien, 
como Br no guarda con PA la razón que un número cuadrado 
guarda con un número cuadrado, entonces el (cuadrado) de ZH 
tampoco guarda con el (cuadrado) de H0 la razón que un nú
mero cuadrado guarda con un número cuadrado; luego ZH es



inconmensurable en longitud con H0 (X 9]. Y ambas son ex
presabas; entonces ZH, H6 son (rectas) expresables conmensu
rables sólo en cuadrado; por tanto, Z0 es una apótoma [X 73).

Digo ahora que además es sexta.
Pues dado que, como E es a Br, así el (cuadrado) de a al 

(cuadrado) de ZH, mientras que, como Br es a rA, así el (cua
drado) de ZH al (cuadrado) de H0, entonces, por igualdad, 
como E es a rA, así el (cuadrado) de A al (cuadrado) de H0 [V 
22). Pero E no guarda con TA la razón que un número cuadrado 
guarda con un número cuadrado; entonces el cuadrado de A 
tampoco guarda con el de H0 la razón que un número cuadra
do guarda con un número cuadrado; luego A es inconmensura
ble en longitud con H0 [X 9); por tanto, ninguna de las rectas 
ZH, H0 es conmensurable en longitud con la (recta) expresable i 
A. Así pues, sea el cuadrado de K aquello en lo que el (cuadra
do) de ZH es mayor que el de H0. Dado que, como Br es a ta, 
así el (cuadrado) de ZH al de H0, entonces, por conversión, 
como TB es a BA, así el cuadrado de ZH al (cuadrado) de K [X 
19 Por.]. Pero TB no guarda con BA la razón que un número 
cuadrado guarda con un número cuadrado; luego el (cuadrado) f 
de ZH no guarda con el (cuadrado) de K la razón que un núme
ro cuadrado guarda con un número cuadrado. Por tanto, ZH es ■
inconmensurable en longitud con K [X 9). Y el cuadrado de ZH §
es mayor que el (cuadrado) de H0 en el (cuadrado) de K; en- k
tonces el (cuadrado) de ZH es mayor que el cuadrado de H0 en 
el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (ZH). Y 
ninguna de las (rectas) ZH, H0 es conmensurable en longitud 
con la (recta) expresable propuesta, A. Por tanto, 0  es una sex
ta apótoma. ,

Por consiguiente, se ha hallado la sexta apótoma. Q. E. D. ¡i
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Proposición 91

Si un área está comprendida por una (recta) expresable y 
una primera apótoma, el lado del cuadrado equivalente al 
área es una apótoma.

Sea, pues, comprendida el área AB por la (recta) expresable 
AI~ y la primera apótoma aa .

a ¿. E z u

l i b r o  x  1 4 9

r  b e » k

A N O

Digo que el lado del cuadrado equivalente al área AB es 
una apótoma.

Pues como aa  es una primera apótoma, sea AH la adjunta a 
ella; entonces AH, HA son (rectas) expresables conmensurables 
sólo en cuadrado [X 73). Y la (recta) entera AH es conmensu
rable con la (recta) expresable propuesta, AT, y el cuadrado de 
AH es mayor que el de HA en el (cuadrado) de una (recta) con
mensurable en longitud con ella (AH) [X Ter. Def. 1); entonces, 
si se aplica a ah  un (paralelogramo) igual a la cuarta parte del 
(cuadrado) de AH, deficiente en la figura de un cuadrado, la di
vide en (partes) conmensurables [X 17). Divídase ah en dos
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inconmensurable en longitud con H0 (X 9]. Y ambas son ex
presabas; entonces ZH, H6 son (rectas) expresables conmensu
rables sólo en cuadrado; por tanto, Z0 es una apótoma [X 73).

Digo ahora que además es sexta.
Pues dado que, como E es a Br, así el (cuadrado) de a al 

(cuadrado) de ZH, mientras que, como Br es a rA, así el (cua
drado) de ZH al (cuadrado) de H0, entonces, por igualdad, 
como E es a rA, así el (cuadrado) de A al (cuadrado) de H0 [V 
22). Pero E no guarda con TA la razón que un número cuadrado 
guarda con un número cuadrado; entonces el cuadrado de A 
tampoco guarda con el de H0 la razón que un número cuadra
do guarda con un número cuadrado; luego A es inconmensura
ble en longitud con H0 [X 9); por tanto, ninguna de las rectas 
ZH, H0 es conmensurable en longitud con la (recta) expresable i 
A. Así pues, sea el cuadrado de K aquello en lo que el (cuadra
do) de ZH es mayor que el de H0. Dado que, como Br es a ta, 
así el (cuadrado) de ZH al de H0, entonces, por conversión, 
como TB es a BA, así el cuadrado de ZH al (cuadrado) de K [X 
19 Por.]. Pero TB no guarda con BA la razón que un número 
cuadrado guarda con un número cuadrado; luego el (cuadrado) f 
de ZH no guarda con el (cuadrado) de K la razón que un núme
ro cuadrado guarda con un número cuadrado. Por tanto, ZH es ■
inconmensurable en longitud con K [X 9). Y el cuadrado de ZH §
es mayor que el (cuadrado) de H0 en el (cuadrado) de K; en- k
tonces el (cuadrado) de ZH es mayor que el cuadrado de H0 en 
el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (ZH). Y 
ninguna de las (rectas) ZH, H0 es conmensurable en longitud 
con la (recta) expresable propuesta, A. Por tanto, 0  es una sex
ta apótoma. ,

Por consiguiente, se ha hallado la sexta apótoma. Q. E. D. ¡i

libro x 149

Proposición 91

Si un área está comprendida por una (recta) expresable y 
una primera apótoma, el lado del cuadrado equivalente al 
área es una apótoma.

Sea, pues, comprendida el área AB por la (recta) expresable 
AI~ y la primera apótoma aa .

a ¿. E z u

r  b e » k

A N O

Digo que el lado del cuadrado equivalente al área AB es 
una apótoma.

Pues como aa  es una primera apótoma, sea AH la adjunta a 
ella; entonces AH, HA son (rectas) expresables conmensurables 
sólo en cuadrado [X 73). Y la (recta) entera AH es conmensu
rable con la (recta) expresable propuesta, AT, y el cuadrado de 
AH es mayor que el de HA en el (cuadrado) de una (recta) con
mensurable en longitud con ella (AH) [X Ter. Def. 1); entonces, 
si se aplica a ah  un (paralelogramo) igual a la cuarta parte del 
(cuadrado) de AH, deficiente en la figura de un cuadrado, la di
vide en (partes) conmensurables [X 17). Divídase ah en dos
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parles iguales por el (punto) E, y  apliqúese a ah  un (paralelo- 
gramo) igual al (cuadrado) de EH, deficiente en la figura de un 
cuadrado, y sea el (rectángulo comprendido) por AZ, ZH; en
tonces AZ es conmensurable con ZH. Y trácense por los puntos 
E, Z, H las (rectas) E0, Zl, HK paralelas a AF. Y puesto que AZ 
es conmensurable en longitud con ZH, entonces ah  también es 
conmensurable en longitud con cada una de las (rectas) AZ, ZH 
[X 15). Pero AH es conmensurable con AT; luego cada una de 
las (rectas) AZ. ZH es conmensurable en longitud con AT [X 
12|. Y AF es expresable; por tanto, cada una de las (rectas) AZ, 
ZH es también expresable; de modo que cada uno de los (rec
tángulos) Ai. ZK es también expresable |X 19|. Ahora bien, 
puesto que AF. es también conmensurable en longitud con EH, 
entonces AH es también conmensurable en longitud con cada 
una de las (rectas) AF., EH (X 15|. Pero AH es expresable e in
conmensurable en longitud con AT; asi pues cada una de las 
(rectas) AE. EH es también expresable e inconmensurable en 
longitud con Ar |X 13); luego cada uno de los (rectángulos) 
A0. EK es medial | X 2 11.

Ahora, hágase el cuadrado AM igual a Al, y quítese un cua
drado NE que tenga el ángulo común AOM y sea igual a ZK; en
tonces los cuadrados am . ne están en torno a la misma diago
nal |V l 26). Sea OE su diagonal y construyase la figura. Pues 
bien, como el rectángulo comprendido por AZ. 7.H es igual al 
cuadrado de EH, entonces, como AZ es a F.H, así EH a ZH (VI 
17). Pero como AZ es a EH. así Al a F.K, mientras que, como EH 
es a ZH. así el (área) EK al (área) KZ (VI I); luego F.K es media 
proporcional de Al, KZ [ V 111: pero MN es también media pro
porcional de AM. NE, como se ha probado anteriormente (Lema 
post. X 53); y Al es igual al cuadrado de AM, y KZ al de NE; en
tonces MN es igual a EK. Pero EK es igual a A0. y MN a AE; lue
go AK es igual al gnomon )11 Def. 2) Y<DX y NE: pero AK es 
también igual a los cuadrados de AM, NE; así pues, el área res
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tante AB es igual a IT. Pero ET es el cuadrado de AN; luego el 
(cuadrado) de AN es igual a AB; por tanto AN es el lado del cua
drado equivalente a AB.

Digo ahora que AN es una apótoma.
Pues como cada una de las (áreas) Al, ZK es expresable, y es 

igual a AM, NE, entonces cada una de las (áreas) AM, NE, es de
cir los cuadrados de cada una de las (rectas) AO, ON, es también 
expresable; luego cada una de las (rectas) AO, ON es tam
bién expresable. Puesto que A0 es, a su vez, medial y es igual a 
AS, entonces AE es también medial. Pues bien, como AE es me
dial y NE expresable, entonces AE es inconmensurable con NE; 
pero como AS es a NE, así AO a ON | VI 11; así pues AO es incon
mensurable en longitud con ON [X 11). Ahora bien, ambas son 
expresables; entonces AO, ON son (rectas) expresables conmen
surables sólo en cuadrado; luego AN es una apótoma |X 73): y 
es el lado del cuadrado equivalente al área AB; por tanto el lado 
del cuadrado equivalente al área AB es una apótoma.

Por consiguiente, si un área está comprendida por una (rec
ta) expresable..., etc.

P roposición 92

Si un área está comprendida por una recta expresable y 
una segunda apótoma, el lado del cuadrado equivalente al 
área es una primera apótoma de una medial.

Sea, pues, comprendida el área ab por la (recta) expresable 
AF y la segunda apótoma aa .

Digo que el lado del cuadrado equivalente al área AB es 
una primera apótoma de una medial.

Sea, pues AH la adjunta a aa; entonces AH, HA son (rectas) 
expresables conmensurables sólo en cuadrado (X 73). y la ad



junta, AH, es conmensurable con la (recta) expresable propues
ta, Ar, y el cuadrado de la (recta) entera, AH, es mayor que el

a _______________ a e  z H
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de la adjunta HA en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable 
en longitud con ella (AH) [X Ter. Def. 2], Pues bien, como el 
cuadrado de AH es mayor que el de HA en el (cuadrado) de una 
(recta) conmensurable con ella (AH), entonces, si se aplica a 
AH un (paralelogramo) igual a la cuarta parte del (cuadrado) de 
HA, deficiente en la figura de un cuadrado, la divide en partes 
conmensurables [X 17]. Pues bien, divídase a h  en dos par
tes iguales por el (punto) E; y apliqúese a AH un (paralelogra
mo) igual al (cuadrado) de EH deficiente en la figura de un 
cuadrado, y sea el (rectángulo comprendido) por AZ, ZH; en
tonces AZ es conmensurable en longitud con ZH. Luego AH 
también es conmensurable en longitud con cada una de las 
(rectas) AZ, ZH [X 15], Pero AH es expresable e inconmensura
ble en longitud con Ar; entonces cada una de las (rectas) AZ, 
ZH es expresable e inconmensurable en longitud con A r [X 
13]; luego cada una de las (áreas) Al, ZK es medial [X 21], Y 
como AE es, a su vez, conmensurable con EH, entonces AH es 
también conmensurable con cada una de las (rectas) AE, EH [X

15). Pero AH es conmensurable en longitud con AL. Luego cada 
uno de los (rectángulos) AB, EK es expresable |X 19],

Pues bien, construyase un cuadrado AM igual a a i, y quíte
se NE igual a ZK que esté en torno al mismo ángulo que AM, a 
saber AOM; entonces los cuadrados AM, NE están en tomo a la 
misma diagonal (VI 26|. Sea su diagonal OP y construyase 
la figura. Pues bien, como Al, ZK son mediales y son iguales a 
los (cuadrados) de a o , ON, los cuadrados de ao , ON son tam
bién mediales; luego AO, ON son (rectas) mediales conmensu
rables sólo en cuadrado39. Y como el (rectángulo comprendi
do) por AZ, ZH es igual al (cuadrado) de EH, entonces, como AZ 
es a EH, así EH a ZH [VI 17]; pero, como AZ es a EH, así Al a 
EK; mientras que, como EH es a ZH, así EK a ZK (VI 1); luego 
EK es media proporcional de a i, ZK [V 11], Pero MN es tam
bién media proporcional de los cuadrados AM, NE; y Al es igual 
a AM y ZK a NE; así pues, MN es igual a EK. Pero AB es igual a 
EK, mientras que AS es igual a MN; por tanto el (área) entera AK 
es igual al gmomon Y<t>X y NE. Pues bien, como el (área) entera 
AK es igual a AM, NE, donde AK es igual al gnomon Y<t>x y NE, 
entonces el (área) restante AB es igual a TE, pero TE es el (cua
drado) de AN; luego el (cuadrado) de AN es igual al (área) AB; 
por tanto AN es el lado del cuadrado equivalente al área AB.

Digo que AN es una prim era apótom a de una medial.
Pues como EK es expresable y es igual a AE, entonces AE, 

es decir el (rectángulo comprendido) por AO, ON es expresable. 
Pero se ha demostrado que NE es medial; entonces AE es in-
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39 Hasta las últimas líneas de la proposición no se prueba que ao . on son 
inconmensurables en longitud. Lo que debía haberse probado en el pasaje an
terior es que los cuadrados de ao , on son conm ensurables, es decir, que ao . 
ON son «conmensurables en cuadrado»» no «sólo en cuadrado»» com o dice el 
texto. Teón parece haber reparado en este punto al añadir «y conm ensurables 
entre sí» detrás de «medial», pero esto no soluciona el problema. El manuscri- 

í to V presenta la palabra m ónon  «sólo» borrada.
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c o n m e n s u ra b le  c o n  NE; p e ro  c o m o  AS e s  a  N 5, a s í  AO a  ON [VI 
1J; lu e g o  AO, ON s o n  in c o n m e n s u ra b le s  e n  lo n g itu d  [X 11]; así 
p u e s ,  AO, ON so n  m e d ia le s  c o n m e n s u ra b le s  s ó lo  e n  cu ad rad o  

q u e  c o m p r e n d e n  u n  r e c tá n g u lo  e x p r e s a b le ;  p o r  ta n to ,  AN es 

u n a  p r im e ra  a p ó to m a  d e  u n a  m e d ia l;  y  e s  e l la d o  d e l cu ad rad o  
e q u iv a le n te  a l á re a  AB.

Por consiguiente, el lado del cuadrado equivalente al área 
AB es una primera apótoma de una medial. Q. E. D.

Proposición 93

Si un área está comprendida por una (recta) expresable y 
una tercera apótoma, el lado del cuadrado equivalente al área 
es una segunda apótoma de una medial.

Sea, pues, comprendida el área AB por la (recta) expresable 
Ar y la tercera apótoma aa.

b  e  i k

A N O

Digo que el lado del cuadrado equivalente al área AB es 
una segunda apótoma de una medial.

l i b r o  x 155

Sea, pues, AH la adjunta a aa ; entonces AH, HA son (rectas) 
expresables conmensurables sólo en cuadrado, y ninguna de 
las (rectas) AH, HA es conmensurable en longitud con la (recta) 
expresable propuesta Ar, y el cuadrado de la (recta) entera AH 
es mayor que el de la adjunta AH en el (cuadrado) de una (rec
ta) conmensurable con ella (AH) [X Ter. Def. 3], Pues bien, 
como el cuadrado de AH es mayor que el de HA en el (cuadra
do) de una (recta) conmensurable con ella (AH), entonces, si se 
aplica a AH un (paralelogramo) igual a la cuarta parte del (cua
drado) de Alt, deficiente en la figura de un cuadrado, la divide 
en partes conmensurables [X 17]. Así pues, divídase AH en dos 
partes iguales por el (punto) E, y apliqúese a AH un (paralelo- 
gramo) igual al (cuadrado) de EH deficiente en la figura de un 
cuadrado, y sea el (rectángulo comprendido) por AZ, ZH. Y trá
cense por los (puntos) E, z, H las (rectas) E0, zt, HK paralelas a 
Ar; entonces AZ, ZH son conmensurables; luego Al es también 
conmensurable con ZK [VI 1 y X 11]. Y como AZ, ZH son con
mensurables en longitud, entonces AH es también conmensura
ble en longitud con cada una de las (rectas) AZ, ZH [X 15]. 
Pero AH es expresable e inconmensurable en longitud con Ar; 
de modo que AZ, ZH también lo son [X 13]. Luego cada uno de 
los (rectángulos) Al, ZK es medial [X 21]. Como AE es, a su 
vez, conmensurable en longitud con EH, entonces AH es tam
bién conmensurable en longitud con cada una de las (rectas) 
ae, EH [X 15]. Pero HA es expresable e inconmensurable en 
longitud con A r  [X 13]. Por tanto, cada una de las (rectas) AE, 
EH es expresable e inconmensurable en longitud con AE. Luego 
cada uno de los (rectángulos) A0, EK es medial [X 21]. Y como 
AH, HA son conmensurables sólo en cuadrado, entonces AH es 
inconmensurable en longitud con HA. Pero AH es conmensura
ble en longitud con AZ, y AH con EH; luego AZ es inconmensu
rable en longitud con EH [X 13]. Pero como AZ es a EH, así Al 
a EK [VI 1); por tanto, Al es inconmensurable con EK [X 11],
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Pues bien, construyase el cuadrado AM igual a Al y quítese 
NE igual a ZK y que esté en tomo al mismo ángulo que AM; en
tonces AM, NE están en tomo a la misma diagonal [VI 261. Sea 
su diagonal OP y construyase la figura. Así pues, como el (rec
tángulo comprendido) por AZ, ZH es igual al cuadrado de EH, 
entonces, como AZ es a EH, así EH a ZH; y como a z  es a EH, así 
Al a EK; y como EH es a ZH, así EK a ZK [VI 11J; y como Al es 
a EK, así EK a ZK, luego EK es media proporcional de los (rec
tángulos) Al, ZK. Y MN es también media proporcional de los 
cuadrados AM, NE; y Al es igual a AM y ZK a NE; por tanto EK 
es igual a MN. Pero MN es igual a AE, y EK es igual a AG; en
tonces también el (rectángulo) entero AK es igual al gnomon 
YOX y NE; y AK es igual a AM, NE; luego el resto AB es igual a 
IT, es decir al cuadrado de AN; por tanto, an  es el lado del cua
drado equivalente al área AB.

Digo que AN es una segunda apótoma de una medial.
Pues como se ha demostrado que AI, ZK son mediales y son 

también iguales a los (cuadrados) de AO, ON, entonces cada 
uno de los (cuadrados) de AO, ON es también medial; luego 
cada una de las (rectas) AO, ON es también medial. Y puesto 
que Al es conmensurable con ZK [VI 1 y X 11], entonces el 
(cuadrado) de AO es también conmensurable con el (cuadrado) 
de ON. Como se ha demostrado, a su vez, que Al es inconmen
surable con EK, entonces am  es también inconmensurable con 
MN, es decir, el cuadrado de AO con el (rectángulo comprendi
do) por AO, ON; de modo que AO es también inconmensurable 
con ON [VI 1 y X 11]; luego AO, ON son (rectas) mediales con
mensurables sólo en cuadrado.

Digo ahora que también comprenden un (rectángulo) me
dial.

Pues como se ha demostrado que EK es medial y es igual al 
(rectángulo comprendido) por AO, ON, entonces el (rectángulo 
comprendido) por AO, ON es también medial; de modo que AO,

libro x

ON so n  ( re c ta s )  m e d ia le s  c o n m e n s u ra b le s  só lo  e n  c u a d ra d o  q u e  

c o m p re n d e n  u n  ( r e c tá n g u lo )  m e d ia l.  L u e g o  a n  e s  u n a  se g u n d a  

a p ó to m a  d e  u n a  m e d ia l  [X  7 5 ];  y  e s  e l la d o  d e l  c u a d ra d o  e q u i 

v a len te  a l á re a  AB.
Por consiguiente, el lado del cuadrado equivalente al área 

AB es una segunda apótoma de una medial. Q. E D.

P roposición 94

Si un úrea está comprendida por una (recta) expresuble y 
una cuarta apótoma, el lado del cuadrado equivalente al úrea 
es una (recta) «menor».

P u e s  se a  c o m p re n d id a  e l á re a  AB p o r  la  ( re c ta )  e x p re sa b le  

AE y  la  c u a r ta  a p ó to m a  a a .

1

Digo que el lado del cuadrado equivalente al área AB es 
una (recta) «menor».

Pues sea AH la adjunta a aa ; entonces AH, HA son (rectas) 
expresables conmensurables sólo en cuadrado, y AH es con
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mensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta AI~, 

y el cuadrado de la (recta) entera AH es mayor que el de la ad
junta AH en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable en 
longitud con ella (AH ) [X Ter. Def. 4). Pues bien, como el cua
drado de AH es mayor que el de h a  en el (cuadrado) de una 
(recta) inconmensurable en longitud con ella ( a h ), entonces, si 
se aplica a AH un (paralelogramo) igual a la cuarta parte del 
(cuadrado) de AH deficiente en la figura de un cuadrado, la di
vidirá en (partes) inconmensurables IX 18). Así pues, divídase 
AH en dos partes iguales por el (punto) E y apliqúese a AH un 
paralelogramo igual al (cuadrado) de EH deficiente en la figura 
de un cuadrado, y sea el (rectángulo comprendido) por AZ, ZH; 

entonces AZ es inconmensurable en longitud con ZH. Trácense, 
pues, por los (puntos) E. 7, H las (rectas) EO. Zl, HK paralelas a 
AT, BA. Como en efecto AH es expresable y conmensurable en 
longitud con AT, entonces el (área) entera AK es expresable [X 
19J. Y puesto que, a su vez, AH es inconmensurable en longi
tud con A r  y ambas son expresables, entonces AK es medial [X 
211. Y puesto que a su vez AZ es inconmensurable en longitud 
con ZH. entonces Al es también inconmensurable con ZK [VI 1 
y X 111. Pues bien, construyase el cuadrado AM igual a Al y 
quítese NE igual a ZK y que está en torno al mismo ángulo 
AOM. Fntonces los cuadrados AM, NE están en torno a la misma 
diagonal | VI 2 6 ). Sea su diagonal ()P y  construyase la figura. 
Así pues, como el (rectángulo comprendido) por AZ, ZH es 
igual al (cuadrado) de EH, entonces, proporcionalmente, como 
AZ es a F.H, así Al a EK, y como EH es a ZH, así EK a ZK [VI 1 ]; 
entonces EK es media proporcional de Al, ZK |V II). Pero MN 

es también media proporcional de los cuadrados AM, NE y 
Al es igual a AM, y ZK a NE; luego EK es igual a MN. Pero A© es 
igual a EK y AE es igual a MN. Por tanto, el (área) entera AK 

es igual al gnomon Y<t«X y NE. Pues bien, como el (área) entera 
AK es igual a los cuadrados AM, NE donde AK es igual al gno
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m o n  YOX y  e l c u a d ra d o  NE, e n to n c e s  e l ( á re a )  r e s ta n te  AB e s  

ig u a l  a  ZT, e s  d e c ir  a l c u a d ra d o  d e  AN; lu e g o  AN e s  e l la d o  d e l 

c u a d ra d o  e q u iv a le n te  a l ( á re a )  AB.
Digo que AN es la (recta) no expresable llamada «menor». 

Pues como ak es expresable y es igual a los (cuadrados) de 
AO, ON, entonces la suma de los (cuadrados) de AO, ON es ex
presable. Como ak es a su vez medial y AK es igual al do
ble del (rectángulo comprendido) por AO, ON, entonces el 
doble del (rectángulo comprendido) por AO, ON es medial. Y 
puesto que se ha demostrado que Al es inconmensurable con 
ZK, entonces el cuadrado de AO es inconmensurable también 
con el cuadrado de ON. Luego AO, ON son (rectas) inconmen
surables en cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados ex
presable y  el doble del (rectángulo comprendido) por ellas me
dial. Por tanto, AN es la recta no expresable llamada «menor» 
[X 76]; y es el lado del cuadrado equivalente al área AB.

Por consiguiente, el lado del cuadrado equivalente al área 
AB es una (recta) «menor». Q. E. D.

Proposición 9 5

Si un área está comprendida por una (recta) expresable y 
una quinta apótoma, el lado del cuadrado equivalente al área 
es la (recta) que hace con un (área) expresable un (área) ente
ra medial.

Pues sea comprendida el área AB por la (recta) expresable 
AT y  la quinta apótoma AA.

Digo que el lado del cuadrado equivalente al área AB e s  la 

(recta) que hace con un (área) expresable un (área) entera medial.
Sea, pues, a h  la adjunta a a a ; entonces AH, HA son (rectas) 

expresables conmensurables sólo en cuadrado y la (recta) ad-
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jun ta  HA es conm ensurable en longitud con la (recta) expresa- 
ble propuesta A l\ y el cuadrado de la (recta) entera AH es ma-

a ___________________ a  e  z  H

r  b  e  r k

yor que el de la adjunta AH en el (cuadrado) de una (recta) in
conmensurable con ella (AH) [X Ter. Def. 5], Entonces, si se 
aplica a AH un (paralelogramo) igual a la cuarta parte del (cua
drado) de ah , deficiente en la figura de un cuadrado, la dividi
rá en partes inconmensurables [X 18]. Pues bien, divídase AH 

en dos partes iguales por el (punto) E, y apliqúese a AH un pa
ralelogramo igual al (cuadrado) de EH deficiente en la figura 
de un cuadrado y sea el (rectángulo comprendido) por AZ, ZH; 

entonces AZ es inconmensurable en longitud con ZH. Y puesto 
que AH es inconmensurable en longitud con TA y ambas son 
expresables, entonces AK es medial [X 21]. Como AH es a su 
vez expresable y conmensurable en longitud con A r, AK es ex- 
presable [X 19], Así pues, construyase el cuadrado AM igual a 
Al, y quítese el cuadrado N= igual a ZK que esté en torno al 
mismo ángulo AOM; entonces los cuadrados AM, NS están en 
tomo a la misma diagonal [VI 26]. Sea OP su diagonal y cons
truyase la figura. De manera semejante demostraríamos que 
AN es el lado del cuadrado igual al área AB.

Digo que AN es la (recta) que hace con un (área) expresable 
un (área) entera medial.

Pues como se ha demostrado que ak  es medial y es igual a 
los (cuadrados) de AO, ON, entonces la suma de los (cuadrados) 
de AO, ON es medial. Y puesto que AK es a su vez expresable y 
es igual al doble del (rectángulo comprendido) por AO, ON, 
también éste mismo es expresable. Y como Al es inconmensu
rable con ZK, entonces el (cuadrado) de AO es inconmensura
ble con el cuadrado de ON. Luego AO, ON son (rectas) incon
mensurables en cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados 
medial y el doble del (rectángulo comprendido) por ellas ex
presable. Por tanto, la (recta) restante AN es la (recta) no expre
sable llamada la que hace con un (área) expresable un (área) 
entera medial |X 77], Y es el lado del cuadrado equivalente al 
área AB.

Por consiguiente, el lado del cuadrado equivalente al área 
AB es la (recta) que hace con un (área) expresable un (área) en
tera medial. Q. E. D.

P roposición 96

Si un área está comprendida por una (recta) expresable y 
una sexta apótoma, el lado del cuadrado equivalente al área 
es la (recta) que hace con un área medial un (área) entera me
dial.

Pues sea comprendida el área AB por la (recta) expresable 
Ar y la sexta apótoma AA.

Digo que el lado del cuadrado equivalente a AB es la (rec
ta) que hace con un (área) medial un (área) entera medial.

Pues sea AH la adjunta a a a; entonces AH, HA son (rectas) 
expresables conmensurables sólo en cuadrado y ninguna de

— 6
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e lla s  e s  c o n m e n s u ra b le  e n  lo n g itu d  c o n  la  ( r e c ta )  e x p re sa b le  
p ro p u e s ta  A r  y  e l  c u a d ra d o  d e  la  ( r e c ta )  e n te r a  a h  e s  m ay o r

a _____  a e  z  H

r  b e  i K

A N O

que el de la adjunta AH en el (cuadrado) de una (recta) incon
mensurable en longitud con ella ( a h ) [X Ter. Def. 6 ): pues 
bien, como el cuadrado de a h  es mayor que el de HA en el 
(cuadrado) de una (recta) inconmensurable en longitud con 
ella (AH ), entonces, si se aplica a AH un paralelogramo igual a 
la cuarta parte del (cuadrado) AH deficiente en la figura de un 
cuadrado, lo dividirá en partes inconmensurables [X 18].

Así pues, divídase AH en dos partes iguales por el (punto) 
E, y  apliqúese a AH un paralelogramo igual al (cuadrado) de 
EH, deficiente en la figura de un cuadrado, y  sea el (rectángulo 
comprendido) por AZ, ZH; entonces AZ es inconmensurable en 
longitud con ZH. Pero, como AZ es a ZH, así AI a ZK [VI 1]; 
luego AI es inconmensurable con ZK [X 11], Y puesto que AH, 

a i  son (rectas) cxpresables conmensurables sólo en cuadrado, 
AK es medial [X 21 ]. Puesto que A I, AH son, a su vez, expresa- 
bles e inconmensurables en longitud, a K es también medial [X
21]. Pues bien, como AH, h a  son conmensurables sólo en cua
drado, entonces AH es inconmensurable en longitud con HA.
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Pero como AH es a HA, así AK a KA [VI 1]; luego AK es incon
mensurable con KA [X 11], Constrúyase, pues, el cuadrado am  
igual a AI, y quítese NZ igual a ZK y en tomo al mismo ángulo; 
entonces los cuadrados AM, NE están en tomo a la misma dia
gonal [X 26]. Sea su diagonal OP y constrúyase la figura. De 
manera semejante a los (teoremas) anteriores demostraríamos 
que AN es el lado del cuadrado equivalente al (área) AB.

Digo que AN es la (recta) que hace con un (área) medial un 
(área) entera medial.

Pues como se ha demostrado que AK es medial y es tam
bién igual a los (cuadrados) de AO, ON, entonces la suma de los 
(cuadrados) de AO, ON es medial. Como se ha demostrado a su 
vez que AK es medial y es igual al doble del (rectángulo com
prendido) por AO, ON, el doble del (rectángulo comprendido) 
por AO, ON es medial. Y como se ha demostrado que AK es in
conmensurable con AK, los cuadrados de AO, ON son también 
inconmensurables con el doble del (rectángulo comprendido) 
por AO, ON. Y puesto que AI es inconmensurable con ZK, en
tonces el (cuadrado) de AO es inconmensurable con el (cuadra
do) de ON; luego AO, ON son (rectas) inconmensurables en cua
drado que hacen la suma de sus cuadrados medial y el doble 
del (rectángulo comprendido) por ellas medial y además sus 
cuadrados inconmensurables con el doble del (rectángulo com
prendido) por ellas. Por tanto, AN es la (recta) no expresable 
llamada la que hace con un (área) medial un (área) entera me
dial [X 78]; y es el lado del cuadrado equivalente al área AB.

Por consiguiente, el lado del cuadrado equivalente al área 
es la (recta) que hace con un (área) medial un área entera me
dial. Q. E. D.
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P roposición 97

N K M

El cuadrado de una apótoma aplicado a una (recta) expre- 
sable produce como anchura una primera apótoma.

Sea AB la apótoma y TA la (recta) expresable y apliqúese a 
TA el (paralelogramo) I'E igual al cuadrado de AB qué produzca 
la anchura rz.

Digo que r Z es una primera apótoma.
Sea, pues, BH la adjunta a AB; entonces AH, HB son (rectas) 

expresables conmensurables sólo en cuadrado [X 73], Y aplí- 
b h quese a T a  el (paralelogramo)

--------1 F0 igual al (cuadrado) de AH, y
el (paralelogramo) k a  igual al 
cuadrado de BH. Entonces el 
(paralelogramo) entero TA es 
igual a los (cuadrados) de AH, 
HB donde TE es igual al (cuadra

do) de AB; luego el (área) restante ZA es igual al doble del (rec
tángulo comprendido) por AH, HB [II 7], Divídase ZM en dos 
partes iguales por el (punto) N, y trácese por el (punto) N la 
(recta) NE paralela a TA; entonces cada uno de los (rectángulos) 
Z5, AN es igual al (rectángulo comprendido) por AH, HB. Y 
como los (cuadrados) de AH, HB son expresables, y AM es igual 
a los (cuadrados) de AH, HB, entonces AM es expresable, y se 
ha aplicado a la (recta) expresable TA produciendo la anchura 
TM; luego TM es expresable y conmensurable en longitud con 
FA [X 20], Como el doble del (rectángulo comprendido) por 
AH, HB es a su vez medial, y ZA es igual al doble del (rectángu
lo comprendido) por AH, HB, entonces ZA es medial. Y se ha 
aplicado a la (recta) expresable TA produciendo la anchura ZM; 
entonces ZM es expresable e inconmensurable en longitud con

LIBRO X ¡63

TA )X 22]. Y como los (cuadrados) de AH, HB son expresables. 
mientras que el doble del (rectángulo comprendido) por a h , 
HB es medial, entonces los (cuadrados) de AH, HB son incon
mensurables con el doble del (rectángulo comprendido) por 
AH, HB. Y fa  es igual a los (cuadrados) de AH, HB y ZA al do
ble del (rectángulo comprendido) por AH. HB; así pues AM es 
inconmensurable con ZA. Pero, como AM es a ZA, así FM a ZM 
[VI 1], Entonces TM es inconmensurable en longitud con ZM 
|X 11]. Y ambas son expresables; luego FM, MZ son (rectas) 
expresables conmensurables sólo en cuadrado. Por tanto, FZ es 
una apótoma |X 73].

Digo ahora que es también primera.
Pues como el (rectángulo comprendido) por a h , HB es me

dia proporcional de los cuadrados de AH, HB, y F0 es igual al 
(cuadrado) de AH, mientras que KA es igual al (cuadrado) de 
BH y NA al (rectángulo comprendido) por AH, HB, entonces na 
es media proporcional de I (-), Ka ; luego, como F0 es a NA, así 
Na a KA. Pero como Ftí es a Na , así I K a NM; y como na es a 
KA, así NM a KM [VI 11; entonces el (rectángulo comprendido) 
por TK, KM, es igual al (cuadrado) de NM (VI 17], es decir a la 
cuarta parte del (cuadrado) de ZM. Ahora bien, puesto que el 
(cuadrado) de a h  es conmensurable con el de HB, Fe es tam
bién conmensurable con KA. Pero como r e  es a ka , así l K a 
KM [VI 1]; entonces I K es conmensurable con KM (X 111. 
Pues bien, como FM, MZ son dos rectas desiguales y se ha 
aplicado a TM el (rectángulo comprendido) por FK, KM igual a 
la cuarta parte del (cuadrado) de ZM y deficiente en la figura 
de un cuadrado, y TK es conmensurable con KM, entonces el 
cuadrado de FM es mayor que el de MZ en el (cuadrado) de 
una (recta) conmensurable en longitud con ella (TM) |X 17]. Y 
TM es conmensurable en longitud con la (recta) expresable 
propuesta T a ; por tanto rz  es una primera apótoma [X Ter. 
Def. 1],
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Por consiguiente, el (cuadrado) de una apótoma aplicado a 
una (recta) expresable produce como anchura una primera apó
toma. Q. E. D.

P roposición 98

El cuadrado de una primera apótoma de una medial, apli
cado a una (recta) expresable produce como anchura una se
gunda apótoma.

Sea. pues. AB la prim era apótom a de una m edial y TA la 
(recta) expresable, y apliqúese a ta el (paralelogram o) rE igual 
al (cuadrado) de AB que produzca la anchura r z .

Digo que rz es una segunda apótoma.
Pues sea BH la adjunta a AB; entonces AH, HB son (rectas) 

mediales conmensurables sólo en cuadrado que comprenden 
A B H un (rectángulo) expresable [X
' 1 ' 74], Y apliqúese a TA el parale-

r i  N K M logramo re  igual al (cuadrado)
~ | de AH produciendo la anchura

TK, y el (paralelogramo) KA 
---------  ------—. -------J igual al (cuadrado) de HB produ

ciendo la anchura KM; entonces 
el (área) entera PA es igual a los (cuadrados) de AH, HB; así 
pues TA es también medial [X 15 y 23 Por.). Y se ha aplicado a 
la (recta) expresable TA produciendo la anchura rM; entonces 
TM es expresable e inconmensurable en longitud con TA [X
22). Y como TA es igual a los (cuadrados) de AH, HB donde el 
(cuadrado) de AB es igual a TE, entonces el (área) restante, 
el doble del (rectángulo comprendido) por AH, HB, es igual a 
ZA [II 7|. Pero el doble del (rectángulo comprendido) por AH, 
HB es expresable; luego ZA es expresable. Y se ha aplicado a la
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(recta) expresable ZE produciendo la anchura ZM; por tanto, ZM 
es también expresable y conmensurable en longitud con TA [X 
20). Pues bien, como (la suma de) los (cuadrados) de AH, HB, 
es decir ta , es medial, mientras que el doble del (rectángulo 
comprendido) por AH, HB, es decir, ZA es expresable, entonces 
TA es inconmensurable con ZA. Pero como TA es a ZA, así TM 
a ZM [VI I); entonces TM es inconmensurable en longitud con 
ZM [X 11J: y ambas son expresables; luego rM, MZ son (rectas) 
expresables conmensurables sólo en cuadrado, por tanto, rz es 
una apótoma [X 73).

Digo ahora que también es segunda.
Pues divídase ZM en dos partes iguales por el (punto) N, y 

trácese, por el (punto) N, la (recta) NH paralela a I A; entonces 
cada una de las (áreas) ZE, NA es igual al (rectángulo compren
dido) por ah , HB; y puesto que el (rectángulo comprendido) 
por AH, HB es media proporcional de los (cuadrados) de AH, 
HB, y el cuadrado de AH es igual a re, mientras que el (rectán
gulo comprendido) por AH, HB es (igual) a NA y el (cuadrado) 
de BH a KA, entonces NA es media proporcional de re, KA. 
Luego, como re es a NA, así NA a KA. Pero como re es a NA, así 
TK a NM, y como NA es a KA, así NM a MK [VI 1]; entonces, 
como TK es a NM, así NM a KM [V 11); luego el (rectángulo 
comprendido) por TK, KM es igual al (cuadrado) de NM [VI
17), es decir a la cuarta parte del (cuadrado) de ZM. Pues bien, 
como rM, MZ son dos rectas desiguales, y se ha aplicado a la 
mayor, rM, el (rectángulo comprendido) por TK, KM igual a 
la cuarta parte del (cuadrado) de MZ, deficiente en la figura de 
un cuadrado y la divide en partes conmensurables, entonces el 
cuadrado de TM es mayor que el de MZ en el (cuadrado) de una 
(recta) conmensurable en longitud con ella (rM) [X 17). Y la 
adjunta ZM es conmensurable en longitud con la (recta) expre
sable propuesta ta; luego r z  es una segunda apótoma [X Ter. 
Def. 2)
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Por consiguiente, el cuadrado de la primera apótonia de 
una medial, aplicado a una (recta) expresable produce como 
anchura una segunda apótoma. Q. E. D.

P ro po sició n  99

El cuadrado de una segunda apótoma de una medial, apli
cado a una (recta) expresable, produce como anchura una ter
cera apótoma.

Sea AB la segunda apótoma de una medial, y TA la (recta) 
expresable, y apliqúese a TA el (paralelogramo) TE igual al 
(cuadrado) de AB produciendo la anchura rz.

Digo que rz es una tercera apótoma.
Sea, pues, BH la adjunta a AB; entonces AH, HB son (rectas) 

mediales conmensurables sólo en cuadrado que comprenden 
B H un (rectángulo) medial [X 75],

'-----— ' ' Y apliqúese a Ta el (paralelogra-
r  ¿ n k m m 0 ) r ® igual al (cu ad rad o ) de 
’T— ' • AH produciendo la  anchura TK, y

ap liqúese a K0 el (paralelogra-
______________..__._ ___ . m o) KA igual al (cuad rado ) de

BH produciendo la anchura KM; 
entonces el (área) entera FA es igual a los (cuadrados) de AH, 
HB; luego Ta es también medial [X 15 y 23 Por.]. Y se ha apli
cado a la (recta) expresable FA produciendo la anchura TM; por 
tanto TM es expresable e inconmensurable en longitud con TA 
fX 23], Y como el (área) entera FA es igual a los (cuadrados) 
de AH, HB, donde FE es igual al (cuadrado) de AB, entonces el 
(área) restante AZ es igual al doble del (rectángulo comprendi
do) por AH, HB [II 7]. Pues bien, divídase ZM en dos partes 
iguales por el (punto) N, y trácese NE paralela a fa; entonces

l i b r o  x 1 6 9

cada una de las (áreas) ZS, na es igual al (rectángulo compren
dido) por AH, HB. Pero el (rectángulo comprendido) por AH, HB 
es medial; entonces ZA es también medial. Y se ha aplicado a 
la recta expresable EZ produciendo la anchura ZM; luego ZM es 
también expresable e inconmensurable en longitud con I A [X 
22]. Y como AH, HB son conmensurables sólo en cuadrado, en
tonces AH es inconmensurable en longitud con HB; luego el 
(cuadrado) de AH es también inconmensurable con el (rectán
gulo comprendido) por AH, HB [VI 1 y X 11]. Pero los (cuadra
dos) de AH, HB son conmensurables con el (cuadrado) de AH, y 
el doble del (rectángulo comprendido) por AH, HB con el (rec
tángulo comprendido) por AH, HB; así pues los (cuadrados) de 
AH, HB son inconmensurables con el doble del (rectángulo 
comprendido) por a h , HB [X 13].

Pero TA es igual a los (cuadrados) de AH, HB, mientras que 
ZA es igual al doble del (rectángulo comprendido) por AH, HB; 
entonces FA es inconmensurable con ZA.

Pero como TA es a ZA, así TM a ZM [VI I ]. Entonces, TM es 
inconmensurable en longitud con ZM. Y ambas son expresa- 
bles; luego TM, MZ son (rectas) expresables conmensurables 
sólo en cuadrado; por tanto rz es apótoma IX 73].

Digo ahora que también es tercera.
Pues como el (cuadrado) de AH es conmensurable con el 

(cuadrado) de HB, entonces re es conmensurable con KA; de 
modo que TK lo es también con KM [VI 1 y X 11]. Y como el 
(rectángulo comprendido) por a h , hb es media proporcional 
de los (cuadrados) de AH, HB, y re es igual a AH, mientras que 
KA es igual al (cuadrado) de HB, y NA al (rectángulo compren
dido) por AH, HB, entonces NA es también media proporcional 
de re, ka ; luego, como re es a NA, así na a KA. Pero como re 
es a NA, así FK a NM, y como NA es a KA, así NM a KM [VI 1 ]; 
entonces, como TK es a MN, así MN a KM [V 11]; luego el rec
tángulo comprendido) por TK, KM es igual [al cuadrado de MN,
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es decir] 40 a la cuarta parte del (cuadrado) de ZM. Pues bien, 
como rM, MZ son dos rectas desiguales y se ha aplicado a rM 
un (paralelogramo) igual a la cuarta parte del (cuadrado) de 
ZM, deficiente en la figura de un cuadrado y la divide en (par
tes) conmensurables, entonces el cuadrado de TM es mayor que 
el de MZ en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con 
ella (TM) [X 17]; y ninguna de las (rectas) rM, MZ es conmen
surable en longitud con la (recta) expresable propuesta TA; por 
tanto rz es una tercera apótoma [X Ter. Def. 3],

Por consiguiente, el cuadrado de una segunda apótoma de 
una medial, aplicado a una (recta) expresable produce como 
anchura una tercera apótoma. Q E. D

Proposición 100

El cuadrado de una (recta) «menor», aplicado a una (rec
ta) expresable produce como anchura un cuarta apótoma.

Sea AB la (recta) «menor», y TA la expresable, y apliqúese 
a la (recta) expresable TA el (paralelogramo) TE igual al cua
drado de AB, produciendo la anchura rz.

Digo que PZ es una cuarta apótoma.
Sea, pues, BH la adjunta a AB; entonces AH. HB son (rectas) 

inconmensurables en cuadrado que hacen la suma de los cua
drados de AH. HB expresable y el doble del (rectángulo com
prendido) por AH. HB medial [X 76). Y apiíquese a TA el (para
lelogramo) re  igual al (cuadrado) de AH produciendo la 
anchura PK, y el (paralelogramo) KA igual al (cuadrado) de BH 
produciendo la anchura KM; entonces el (área) entera rA es

1,1 Hcihcig .ileti/a estas palabras que Heath mantiene en su traducción en- 
iré corchetes

igual a los (cuauiauos) de AH, HB. Y la suma de los (cuadra
dos) de AH, HB es expresable; entonces TA es también expresa- 
ble. Y se ha aplicado a la (recta) A b h
expresable TA produciendo la ' ' '
anchura rM; luego PM es tam- r Z N K M
bién expresable y conmensura- T ~1
ble en longitud con TA [X 20]. Y
como el (área) entera TA es igual ------- -;— ------- ¡.—i ------
a los (cuadrados) de AH, HB,
donde IT. es igual al (cuadrado) de AB, entonces el (área) res 
tante ZA es igual al doble del (rectángulo comprendido) por 
Alt, HB [II 7], Pues bien, divídase ZM en dos partes iguales por 
el (punto) N, y trácese, por el (punto) N, la (recta) NE paralela a 
las dos (rectas) TA. Ma; entonces, cada uno de los (rectángulos) 
ZE, NA es igual al (rectángulo comprendido) por AH, HB. Y 
como el doble del (rectángulo comprendido) por AH, HB es me
dial y es igual a ZA, entonces ZA también es medial. Y se ha 
aplicado a la (recta) expresable ZE produciendo la anchura ZM; 
luego ZM es expresable e inconmensurable en longitud con TA 
[X 22], Y puesto que la suma de los (cuadrados) de AH, HB es 
expresable, mientras que el (rectángulo comprendido) por AH, 
HB es medial, entonces los cuadrados de AH, HB son inconmen
surables con el doble del (rectángulo comprendido) por AH, 
HB. Pero TA es igual a los cuadrados de AH, HB y ZA al doble 
del (rectángulo comprendido) por AH, HB. Luego TA es incon
mensurable con ZA. Pero como ea es a ZA, así I M a MZ [VI I [; 
entonces rM es inconmensurable en longitud con MZ [X 11], Y 
ambas son expresables; luego F M, MZ son rectas expresables 
conmensurables sólo en cuadrado; por tanto PZ es una apótoma 
[X 73],

Digo que también es cuarta.
Pues como AH, HB son inconmensurables en cuadrado, en

tonces el (cuadrado) de AH es inconmensurable con el (cuadra-
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do) de HB. Y re es igual al (cuadran, de AH, mientras que ka es 
igual al (cuadrado) de HB; así pues, re es inconmensurable con 
KA. Pero como re es a KA, así TK a KM [VI 1 ]. Entonces TK es 
inconmensurable en longitud con KM. Y como el (rectángulo 
comprendido) por a h , HB es media proporcional de la suma de 
los (cuadrados) de AH, HB, y re es igual al (cuadrado) de AH, 
mientras que el (cuadrado) de HB es igual a KA, y el (rectángulo 
comprendido) por AH, HB a na , entonces NA es media proporcio
nal de r©, ka ; luego como re es a na , así NA a KA; pero como 
r© es a NA, así TK a NM y como NA es a Ka , así NM a KM [VI 1]; 
entonces, como nc es a MN, así MN a KM [V 11). Luego el (rec
tángulo comprendido) por TK, KM es igual al (cuadrado) de MN 
IVI 17), es decir a la cuarta parte del (cuadrado) de ZM. Pues 
bien, como TM, MZ son dos rectas desiguales, y se ha aplicado a 
TM el (rectángulo comprendido) por TK, KM igual a la cuarta par
te del (cuadrado) de MZ, deficiente en la figura de un cuadrado y 
la divide en (partes) inconmensurables, entonces el cuadrado de 
TM es mayor que el de MZ en el (cuadrado) de una (recta) incon
mensurable con ella (rM ) [X 18). Y la (recta) entera TM es 
conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta 
TA; por tanto, r z  es una cuarta apótoma [X Ter. Def. 4J.

Por consiguiente, el (cuadrado) de una (recta) «menor»... 
etc. Q. E. D.

P ro po sició n  101

El cuadrado de la recta que hace con un (área) expresable 
un (área) entera medial, aplicado a una recta expresable, pro
duce como anchura una quinta apótoma.

Sea, pues, AB la que hace con un (área) expresable un 
(área) entera medial, y TA la (recta) expresable, y apliqúese a
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TA el (paralelogram o) TE igual al (cuadrado) de AB producien
do la anchura rz.

Digo que rz es una quinta apótom a.
Sea, pues, BH la (recta) adjunta a AB. Entonces, AH, HB son 

rectas inconmensurables en cuadrado que hacen la suma de sus 
cuadrados medial y el doble del z N K M
(rectángulo comprendido) por 
ellas expresable [X 77). Y apli
qúese a TA el (paralelogramo) r© ______ L _ ___________ ____
igual al (cuadrado) de a h , y el A
(paralelogramo) KA igual al (cua- ,___,______,--------,
drado) de HB; entonces el (área) A B
entera TA es igual a los (cuadrados) de a h , HB. Pero la suma de 
los (cuadrados) de AH, HB es medial; entonces TA es también 
medial. Y se ha aplicado a la (recta) expresable Fa  produciendo 
la anchura rM; luego rM es expresable e inconmensurable con 
ta [X 22). Y como el (área) entera F a es igual a los (cuadrados) 
de AH, HB, donde TE es igual al (cuadrado) de AB, entonces el 
(área) restante ZA es igual al doble del (rectángulo comprendido) 
por AH, HB [II 7). Pues bien, divídase ZM en dos partes iguales 
por el (punto) N, y trácese por el (punto) N, la (recta) NE paralela 
a las dos (rectas) r ‘ m a ; entonces cada uno de los (rectángulos) 
ZE, NA es igual al (rectángulo comprendido) por AH, HB. Y pues
to que el doble del (rectángulo comprendido) por AH, HB es ex
presable y es igual a ZA, entonces ZA es expresable. Y se ha apli
cado a la (recta) expresable EZ produciendo la anchura ZM; luego 
ZM es expresable y conmensurable en longitud con TA [X 20). Y 
como TA es medial y ZA expresable, entonces FA es inconmensu
rable con ZA. Pero como TA es a ZA, así FM a MZ [VI 1|; enton
ces TM es inconmensurable en longitud con MZ [X 11). Y ambas 
son expresables; luego FM, MZ son (rectas) expresables conmen
surables sólo en cuadrado; por tanto r z  es una apótoma [X 73).

Digo ahora que también es quinta.
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Pues de manera semejante demostraríamos que el (rectán
gulo) TK, KM es igual al (cuadrado) de NM, es decir, a la cuarta 
parte del (cuadrado) de ZM.

Y puesto que el (cuadrado) de AH es inconmensurable con 
el (cuadrado) de HB, mientras que el (cuadrado) de AH es igual 
a T0, y el (cuadrado) de HB a KA. entonces T0 es inconmensu
rable con KA. Pero como T0 es a KA, así TK a KM [VI 1); luego 
I K es inconmensurable en longitud con KM [X II |. Pues bien, 
como PM, MZ son dos rectas desiguales y se ha aplicado a TM 
un paralelogramo igual a la cuarta parte del cuadrado de ZM, 
delicienle en la figura de un cuadrado y la divide en (partes) 
inconmensurables, entonces, el cuadrado de PM es mayor que 
el de MZ en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con 
ella (PM) |X 18]. Y la adjunta ZM es conmensurable con la 
(recta) expresable propuesta PA.

Por consiguiente, TZ es una quinta apótoma [X Ter. Def. 5], 
Q. E. D.

P ro po sición  102

El cuadrado de la (recta) que hace con un (área) medial 
un (área) entera medial, aplicado a una (recta) expresable, 
produce como anchura una sexta apótoma.

Sea, pues, AB la que hace con un (área) medial un (área) 
entera medial y Pa la (recta) expresable, y apliqúese a TA el 
(paralelogramo) TE igual al (cuadrado) de AB produciendo la 
anchura PZ.

Digo que rz es una sexta apótoma.
Sea, pues, BH la adjunta a AB; entonces AH, HB, son (rectas) 

inconmensurables en cuadrado que hacen la suma de sus cua
drados medial y el doble del (rectángulo comprendido) por AH,

HB medial y los cuadrados de AH, HB inconmensurables con el 
doble del (rectángulo comprendido) por AH, HB [X 78]. Pues 
bien, apliqúese a TA el (paralelo-
gramo) T0 igual al (cuadrado) ---------■ '----------— - — - 1
de AH p ro d u c ie n d o  la  an ch u ra
TK y el (paralelogramo) KA igual --------- j  -------- — ¡ -— ■
al (cuadrado) de BH; entonces el
(área) en te ra  TA es igual a los § ¡j
(cuadrados) de AH, HB; luego TA
es también medial. Y se ha aplicado a la (recta) expresable PA 

produciendo la anchura PM; así pues, PM es expresable c in
conmensurable en longitud con TA [X 22], Pues bien, como PA 
es igual a los (cuadrados) de AH, HB, donde TE es igual al (cua
drado) de AB, entonces, el (área) restante ZA es igual al doble 
del (rectángulo comprendido) por AH, HB [II 7], Y el doble del 
(rectángulo comprendido) por AH, HB es medial; luego ZA es 
también medial. Y se ha aplicado a la (recta) expresable ZE 
produciendo la anchura ZM; luego ZM es expresable e incon
mensurable en longitud con PA [X 2 2 ], Y puesto que los (cua
drados) de AH, HB son inconmensurables con el doble del (rec
tángulo comprendido) por AH, HB y TA es igual a los 
(cuadrados) de AH, HB. y ZA es igual al doble del (rectángulo 
comprendido) por AH, HB, entonces TA es inconmensurable 
con ZA. Pero como TA es a ZA, así TM a MZ [VI I ]; entonces TM 
es inconmensurable en longitud con MZ [X 11 ]. Y ambas son 
expresables. Luego PM, MZ son (rectas) expresables conmen
surables sólo en cuadrado. Por tanto rz es una apótoma [X 73],

Digo ahora que también es sexta.
Pues como ZA es igual al doble del (rectángulo comprendi

do) por AH, HB, divídase ZM en dos partes iguales por el (pun
to) N, y trácese por el (punto) N la (recta) NS paralela a PA; en
tonces cada una de las (áreas) ZE, NA es igual al (rectángulo 
comprendido) por AH, HB. Y como AH, HB son inconmensura



bles en cuadrado, entonces el (cuadrado) de AH es inconmen
surable con el (cuadrado) de HB. Pero re  es igual al (cuadrado) 
de AH, y KA es igual al (cuadrado) de HB. Así pues, re  es in
conmensurable con ka . Pero como re  es a ka , así TK a KM (VI 
11; luego TK es inconmensurable con KM |X 111; y puesto que 
el (rectángulo comprendido) por AH, HB es media proporcional 
de los cuadrados de AH, HB, y re  es igual al (cuadrado) de ah , 
mientras que KA es igual al (cuadrado) de HB, y NA es igual al 
(rectángulo comprendido) por AH, HB, entonces na es también 
media proporcional de re , KA; por tanto, como re  es a n a , así 
na a KA. Y por lo mismo, el cuadrado de TM es mayor que el 
de MZ en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con 
ella (rM ) [X 18], Y ninguna de ellas es conmensurable con la 
(recta) expresable propuesta FA.

Por consiguiente, r z  es una sexta apótoma. Q. E. D.

Proposición 103

Una recta conmensurable en longitud con una apótoma es 
apótoma y del mismo orden.

Sea AB una apótoma, y sea T ts  conmensurable en longitud 
con ella.

Digo que r& es apótoma y del mismo orden que AB.
Pues como AB es una apótoma, sea BE la adjunta a ella; en

tonces AE, EB son (rectas) expresables conmensurables sólo en 
cuadrado [X 73]. Y hágase de forma que TA guarde con AB la 
misma razón que BE con AZ [VI 12]; entonces como una es a 
una, así todas a todas [V 12]41; luego como la (recta) entera AE

41 Se entiende: «como una de las magnitudes antecedentes es a una de las 
consecuentes, así todas las antecedentes a todas las consecuentes».

es a la (recta) entera rz, así también AB a l a. Pero ab es con
mensurable en longitud con Ta. Entonces AE es también con
mensurable con rz y BE con az |X
11] . Ahora bien, AE, EB son (rectas) ► ,
expresables conmensurables sólo en ¡ '  ̂ ¿
cuadrado; luego rz, / A son también
(rectas) expresables conmensurables sólo en cuadrado [X 131.

Ahora bien, dado que, como AE es a rz, así BE a AZ, enton
ces, por alternancia, como AE es a EB, así rz a ZA [VI 16}. Así 
pues, el cuadrado de AE es mayor que el de EB o bien en el 
(cuadrado) de una (recta) conmensurable con (AE), o bien en 
el de una inconmensurable con ella. Pues bien, si el cuadrado 
de AE es mayor que el de EB en el (cuadrado) de una (recta) 
conmensurable con ella (AE), el cuadrado de rz  también será 
mayor que el de ZA en el (cuadrado) de una (recta) conmensu
rable con ella (rz) [X 14]. Y si AE es conmensurable en longi
tud con la (recta) expresable propuesta, también lo será rz  [X
12] , pero, si BE, también AZ [id], y si ninguna de las (rectas) 
AE, EB (lo es), tampoco (lo será) ninguna de las (rectas) rz, ZA 
[X 13]. Pero si el cuadrado de AE es mayor que [el de EB| en el 
(cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (AE), el 
cuadrado de r z  será también mayor que el de ZA en el (cuadra
do) de una (recta) inconmensurable con ella (r z )  [X 14]. Aho
ra bien, si AE es conmensurable en longitud con la (recta) ex
presable propuesta, también rz, y si BE (lo es), también az [X
12], pero si no lo es ninguna de las (rectas) AE, EB tampoco lo 
será ninguna de las (rectas) rz, za [X 13],

Por consiguiente, TA es apótoma y del mismo orden que 
AB. Q. E. D.
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Proposición 104

A r

J-z

Una recta conmensurable con una apótoma de una medial 
es apótoma de una medial y del mismo orden.

Sea, pues, AB una apótoma de una medial, y sea ta con
mensurable en longitud con AB; digo que TA es también apóto

ma de una medial y del mismo orden que AB.
Pues como AB es una apótoma de una medial, 

sea EB la adjunta. Entonces AE, EB son (rectas) 
mediales conmensurables sólo en cuadrado [X 74, 
75]. Y hágase de forma que, como AB es a TA, así 
BE a AZ [VI 12]; entonces AE es también conmen
surable con TZ y BE con AZ [V 12 y X 11], Pero 
AE, EB son (rectas) mediales conmensurables sólo 
en cuadrado; entonces rz, ZA son también rectas 

mediales |X 23] conmensurables sólo en cuadrado ]X 13]; lue
go l'A es apótoma de una medial |X 74, 751.

Digo ahora que es también del mismo orden que AB.
Pues, como AE es a EB, así TZ a ZA, entonces, como el (cua

drado) de AE es al (rectángulo comprendido) por AE, EB, así el 
(cuadrado) de I Z al (rectángulo comprendido) por r z ,  ZA. Pero 
el (cuadrado) de AE es conmensurable con el de l'Z; luego el 
(rectángulo comprendido) por AE, EB es también conmensura
ble con el (rectángulo comprendido) por IZ, ZA |V 6 y X 11]. 
Pues bien, si el (rectángulo comprendido) por AE, EB es expre- 
sable, el (rectángulo comprendido) por l'Z, ZA será también ex- 
presable [X Def. 4], si el (rectángulo comprendido) por AE, EB 
es medial, el (rectángulo comprendido) por TZ, ZA es también 
medial [X 23 Por.].

Por consiguiente, TA es una apótoma de una medial y del 
mismo orden que AB. Q H. D
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P ro po sición  105

Una (recta) conmensurable con una (recta) «menor» es 
«menor».

Sea, pues, AB la recta «menor» y m  conmensurable con 
ella.

Digo que Ta es «m enor».
Pues hágase lo mismo (que antes); y como AE, EB son in

conmensurables en cuadrado [X 76], entonces rz, ZA son tam
bién inconmensurables en cuadrado [X 13]. Pues

e T  A T  Pbien, dado que, como AE es a EB, así rz a ZA [VI 
12 y V 16], entonces, como el (cuadrado) de AE 
es al de EB, así también el (cuadrado) de rz al de 
ZA [VI 22[. Luego, por composición, como los "B 
(cuarados) de AE, EB son al (cuadrado) de EB, así 
los (cuadrados) de rz, ZA al (cuadrado) de za [V E
18]; pero el (cuadrado) de BE es conmensurable J_z
con el de AZ; entonces la suma de los cuadrados 
de AE, EB es conmensurable con la suma de los cuadrados de 
rz, ZA [V 16 y X 11], Pero la suma de los cuadrados de AE, EB 
es expresable (X 76], asi pues, la suma de los cuadrados de 
TZ, ZA es también expresable [X Def. 4]. Puesto que, a su vez, 
como el (cuadrado) de AE es al (rectángulo comprendido) por 
AE, EB, así el (cuadrado) de AZ al (rectángulo comprendido) 
por rz, ZA, mientras que el (cuadrado) de AE es conmensura
ble con el cuadrado de rz, entonces, el (rectángulo compren
dido) por AE, EB es también conmensurable con el (rectángulo 
comprendido) por rz, ZA. Pero el (rectángulo comprendido) 
por AE, EB es medial [X 76]; entonces el (rectángulo compren
dido) por rz, ZA es también medial [X 23 Por.]; luego rz, ZA 
son (rectas) inconmensurables en cuadrado que hacen la suma



180 ELEMENTOS LIBRO X 181

de sus cuadrados expresable y el (rectángulo comprendido) 
por ellas medial.

Por consiguiente, I'A es «menor». Q h. D

P r o p o s ic ió n  106

Una (recta) conmensurable con la (recta) que hace con un 
(área) expresable un (área) entera medial es también una (rec
ta) que hace con un (área) expresable un (área) entera medial.

Sea AB la que hace con un (área) expresable un (área) ente
ra medial y I'A conmensurable con ella.

A r Digo que I'A es también una (recta) que hace 
con un (área) expresable un (área) entera medial.

Sea, pues, BE la adjunta a AB; entonces AE, EB 
son (rectas) inconmensurables en cuadrado que ha- 
cen la suma de los cuadrados de AE, EB medial y el 

. E (rectángulo comprendido) por ellas expresable [X 
77]. Sígase la misma construcción (que antes). De- 
mostraríamos de manera semejante a los (teoremas) 
anteriores que rz, ZA guardan la misma razón que 

AE, EB y la suma de los cuadrados de AE, EB es conmensurable 
con la suma de los cuadrados de rz, ZA y  el (rectángulo com
prendido) por AE, EB con el (rectángulo comprendido) por rz, 
ZA; de modo que rz, ZA son (rectas) inconmensurables en cua
drado que hacen la suma de los cuadrados de rz, ZA medial y 
el (rectángulo comprendido) por ellas expresable.

Por consiguiente, TA es una (recta) que hace con un (área) 
expresable un (área) entera medial [X 77]. Q. E. D.

PROPOSICION 107

Una (recta) conmensurable con la que hace con un (área) 
medial un (área) entera medial es también ella misma una 
(recta) que hace con un (área) medial un (área) entera medial.

Sea AB una (recta) que hace con un (área) medial un (área) 
entera medial y sea TA conm ensurable con AB.

Digo que TA es también una (recta) que hace con un (área) 
medial un (área) entera medial.

Sea, pues, BE la adjunta a AB, y sígase la misma construc
ción; entonces AE, EB son (rectas) inconmensurables en cua
drado que hacen la suma de sus cuadrados medial y ^ 
el (rectángulo comprendido) por ellas también me
dial y además la suma de sus cuadrados inconmen
surable con el (rectángulo comprendido) por ellas 
(X 78]. Ahora bien, según se ha demostrado, AE, EB 
son conmensurables con rz, ZA, y  la suma de los „ A 
cuadrados de AE, EB con la suma de los cuadrados 
de rz, ZA, y el (rectángulo comprendido) por AE, EB 
con el (rectángulo comprendido) por rz, ZA; enton
ces rz, ZA son (rectas) inconmensurables en cuadrado que ha
cen la suma de sus cuadrados medial y el (rectángulo com
prendido) por ellas también medial y además la suma de sus 
cuadrados inconmensurable con el (rectángulo comprendido) 
por ellas.

Por consiguiente, TA es una (recta) que hace con un (área) 
medial un (área) entera medial [X 78]. Q E. D.
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Proposición 108

Si de un (área) expresable se quita un (área) medial, el 
lado del cuadrado equivalente al área restante es una de estas 
dos (rectas) no expresables: o bien una apótoma o bien una 
«menor».

Quítese, pues, del (área) expresable BE el (área) medial BA.
Digo que el lado del cuadrado equivalente al área restante 

EE es una de estas dos (rectas) no expresables; o bien una apó
toma o bien una «menor».

A  E  B

a  H

Pues póngase la (recta) expresable ZH. y apliqúese a ZH el 
paralelogramo rectángulo HC-) igual a Br. y quítese el (paralelo- 
gramo) HK igual a AB; entonces el (área) restante Er es igual a 
a o . Pues bien, como BE es expresable, mientras que BA es me
dial, y BE es igual a He, mientras que BA es (igual) a HK, en
tonces H0 es expresable y HK medial. Y se han aplicado a la 
(recta) expresable ZH; luego z e  es expresable y conmensurable 
en longitud con 7.H [X 2()|: y ZK es expresable e inconmensura
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ble en longitud con ZH [X 22]; por tanto, z0  es inconmensu
rable en longitud con ZK [X 13]. Entonces z0 , ZK son (rectas) 
expresables conmensurables sólo en cuadrado; luego K0 es 
una apótoma [X 73], y KZ la adjunta a ella. Entonces el cuadra
do de 9Z es mayor que el de ZK en el (cuadrado) de una (recta) 
o conmensurable con (0Z) o no.

Sea, en primer lugar, su cuadrado mayor en el (cuadrado) 
de una (recta) conmensurable. Ahora bien, la (recia) entera 0Z 
es conmensurable en longitud con la (recta) expresable pro
puesta ZH; luego K0 es una primera apótoma [X Ter. Def. 1]. 
Pero el lado del cuadrado equivalente al (rectángulo compren
dido) por una (recta) expresable y una primera apótoma, es una 
apótoma (X 91]. Luego el lado del cuadrado equivalente a A0, 
es decir a Er, es una apótoma.

Pero si el cuadrado de 0Z  es mayor que el de ZK en el (cua
drado) de una (recta) inconmensurable con ella (0Z) y la (rec
ta) entera ZQ es conmensurable en longitud con la (recta) ex
presable propuesta ZH, K0 es una cuarta apótoma [X Ter. def. 
4], Y el lado del cuadrado equivalente al (rectángulo compren
dido) por una (recta) expresable y una cuarta apótoma es una 
(recta) «menor» [X 92]. Q. E. D

Pr oposición  109

Si se quita de un (área) medial un (área) expresable, resul
tan otras dos rectas no expresables: o bien la primera apóto
ma de una medial, o bien la que hace con un (área) expresable 
un (área) entera medial.

Quítese, pues, del (área) medial Br el (área) expresable BA.
Digo que el lado del cuadrado equivalente al (área) restante 

Er es una de estas dos (rectas) no expresables, o bien la prime-



1 8 4 ELEMENTOS

ia apótoma de una medial, o bien la que hace con un (área) ex- 
presable un (área) entera medial.

Pues bien, póngase la (recta) expresable ZH y apliqúense 
las áreas de manera semejante (a los teoremas precedentes). 
Ahora, en consecuencia, Z0 es expresable e inconmensurable 
en longitud con ZH, mientras que KZ es expresable y conmen
surable en longitud con ZH; entonces z©, ZK son (rectas) ex- 
presables conmensurables sólo en cuadrado [X 13], luego K0 
es una apótoma y ZK la adjunta a ella [X 73], Así pues, el cua
drado de e z  es mayor que el de ZK o bien en el (cuadrado) de 
una (recta) conmensurable con (0Z) o bien en el de una incon
mensurable con ella.

Pues bien, si el cuadrado de 0Z es mayor que el de ZK en el 
(cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (ez), y la ad
junta a ella, ZK, es conmensurable en longitud con la (recta) 
expresable propuesta ZH, K0 es una segunda apótoma [X Ter. 
Def. 2]. Pero ZH es expresable; de modo que el lado del cua
drado equivalente al (área) A0, es decir a EP, es la primera apó
toma de una medial [X 92].

Pero si el cuadrado de 0Z es mayor que el de ZK en el 
(cuadrado) de una (recta) inconmensurable, y la (recta) adjun-
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ta ZK es conmensurable en longitud con la (recta) expresable 
propuesta ZH, Kfc» es una quinta apótoma (X Ter, Del. 5|; de 
modo que el lado del cuadrado equivalente a EE es la (recta) 
que hace con un (área) expresable un (área) entera medial |X 
95] Q E. D.

P roposición 110

Si se (juila de un (área) medial otra (área) medial incon
mensurable con el (área) entera, resultan las dos (rectas) no ex
presable s restantes: o bien la segunda apótoma de una medial o 
bien la que huce con un (área) medial un (área) entera medial.

Quítese, pues, como en las construcciones anteriores, del 
(área) medial BT, el (área) media! BA inconmensurable con {
el (área) entera. (

z k  e

Digo que el lado del cuadrado equivalente al (área) Er es 
una de estas dos (rectas) no expresables, o bien la segunda 
apótoma de una medial, o bien la que hace con un (área) me
dial un (área) entera medial.

Pues como cada una de las (áreas) Br, BA es medial, y Br es 
inconmensurable con BA, en consecuencia, cada una de las dos

1
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(rectas) z e ,  ZK será expresable e inconmensurable en longitud 
con ZH IX 22], Y puesto que Br es inconmensurable con BA, es 
decir H© con HK, 0Z  es también inconmensurable con ZK [V I1 
y X 11]; luego Z0, ZK son (rectas) expresables conmensurables 
sólo en cuadrado; por tanto, K0 es una apótoma [X 73].

Ahora bien, si el cuadrado de Z0 es mayor que el de ZK en 
el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (ze) y 
ninguna de las (rectas) Z0 , ZK es conmensurable en longitud 
con la (recta) expresable propuesta ZH, K0 es una tercera apó
toma |X Ter. Del. 3], Pero KA es expresable, y el (rectángulo 
comprendido) por una (recta) expresable y una tercera apóto
ma no es expresable, y el lado del cuadrado equivalente a él 
tampoco es expresable y se llama segunda apótoma de una me
dial [X 93]; de modo que el lado del cuadrado equivalente a 
A0, es decir a El~, es una segunda apótoma de una medial.

Pero si el cuadrado de Z0 es mayor que el de ZK en el (cua
drado) de una (recta) inconmensurable con ella (Z0) y ninguna 
de las (rectas) OZ, ZK es conmensurable en longitud con ZH, 
K© es una sexta apótoma [X Ter. Def. 6]. Pero el lado del cua
drado equivalente al (rectángulo comprendido) por una (recta) 
expresable y una sexta apótoma es la (recta) que hace con un 
(área) medial un (área) entera medial ]X 96],

Por consiguiente, el lado del cuadrado equivalente a A 0 , es 
decir a EL, es una (recta) que hace con un (área) medial un 
(área) entera medial. Q. E. u.

P r o p o s ic ió n  1 11

La apótoma no es la misma que la binomial. 

Sea AB una apótoma.
Digo que AB no es la  misma que una binomial.

Pues, si es posible séalo. Póngase la (recta) expresable Ar, y 
apliqúese a TA el rectángulo TE igual al (cuadrado) de AB pro
duciendo la anchura AE. Pues

A I ------------------------------------------------------------- I B
bien, como AB es una apotoma,
AE es una primera apótoma [X H E

A  . ............ i —t ................ ■ ■ ' t 2

97], Sea EZ la adjunta a ella; 
entonces az, ZE son (rectas) ex
presables conmensurables sólo 
en cuadrado, y el cuadrado de 
AZ es mayor que el de ZE en el 
(cuadrado) de una (recta) con
mensurable con ella (AZ), y AZ 
es conmensurable en longitud 
con la (recta) expresable pro
puesta Ar [X Ter. Def. 1].
Como, a su vez, AB es una binomial, entonces AE es una prime
ra binomial [X  60], Divídase en sus términos por el punto H, y 
sea AH el término mayor; entonces AH, HE son (rectas) expresa- 
bles conmensurables sólo en cuadrado y el (cuadrado) de AH es 

mayor que el de HE en el cuadrado de una (recta) conmensura

ble con ella (AH), mientras que el (término) mayor AH es con

mensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta Ar 

[X Seg. Def. 1]. Luego AZ es conmensurable en longitud con 

AH [X 12]; por tanto, la (recta) restante HZ es también conmen

surable en longitud con AZ [X 15], Pero AZes inconmensurable 
en longitud con EZ; entonces ZH es también inconmensura

ble en longitud con EZ [X  13]. Luego HZ, ZE son (rectas) ex
presables conmensurables sólo en cuadrado; por tanto EH es 
una apótoma [X 73], Pero también es expresable; lo cual 

es imposible.
Por consiguiente, la apótoma no es la misma que la bino

mial. Q. E. D
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La apótoma y las (rectas) no expresables subsiguientes no 
son las mismas que la medial ni entre sí. i

Pues el cuadrado de una medial, aplicado a una recta ex- j 
presable, produce como anchura una (recta) expresable incon
mensurable en longitud con aquella a la que se ha aplicado (X 
22], mientras que el cuadrado de una apótoma, aplicado a una 
recta expresable, produce como anchura una primera apótoma 
[X 97], y el (cuadrado) de la primera apótoma de una medial, 
aplicado a una (recta) expresable, produce como anchura una 
segunda apótoma [X 98], mientras que el (cuadrado) de la se
gunda apótoma de una medial, aplicado a una (recta) expresa- 
ble produce como anchura una tercera apótoma (X 99]; pero el 
(cuadrado) de una «menor», aplicado a una (recta) expresable, 
produce como anchura una cuarta apótoma [X 100]; y el cua
drado de la que hace con un (área) expresable un (área) entera 
medial, aplicado a una (recta) expresable, produce como an
chura una quinta apótoma |X 101], mientras que el cuadrado 
de la que hace con un (área) medial un (área) entera medial, 
aplicado a una (recta) expresable, produce como anchura una 
sexta apótoma (X 102],

Pues bien, puesto que las antedichas anchuras difieren de la 
primera y entre sí, de la primera porque es expresable y entre 
sí porque no son del mismo orden, es evidente que también las 
propias (rectas) no expresables difieren entre sí. Y como se ha 
demostrado que la apótoma no es la misma que la binomial [X
111], sino que, aplicadas a una recta expresable, las subsi
guientes a la apótoma producen como anchuras apótomas, 
cada una de acuerdo con su orden, mientras que las subsi
guientes a la binomial (producen) como anchuras binomiales 
de acuerdo con su propio orden, entonces, las subsiguientes a 
la apótoma son diferentes y las subsiguientes a la binomial son 
diferentes, de modo que hay en la serie trece rectas no expresa- 
bles en total;

Medial.
Binomial.
Primera bimedial.
Segunda bimedial 
«Mayor».
Lado del cuadrado equivalente a un (área) expresable más 

una medial.
Lado del cuadrado equivalente a dos (áreas) mediales. 
Apótoma.
Primera apótoma de una medial.
Segunda apótoma de una medial.
«Menor».
La que hace con un (área) expresable un (área) entera me

dial.
La que hace con un (área) medial un (área) entera medial.

[ P r o p o s ic ió n  I I 2 4-

E l cuadrado de una (recta) expresable, aplicado a una b i
nomial produce como anchura una apótoma cuyos términos 
son conmensurables con los términos de la binomial y además 
guardan la misma razón y la apótoma resultante es del mismo 

orden que la binomial.

Sea A la (recta) expresable y Br la binomial cuyo término 
mayor es Ar, y sea el (rectángulo comprendido) por Br, EZ 
igual al (cuadrado) de A. *

*l Heibcrg considera esta proposición y las siguientes hasta el final del li
bro X una interpolación anterior a Teón.

Estas proposiciones (112-115) aparecen después de la recapitulación de los 
trece tipos de rectas no expresables de la clasificación general que podría ser
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Digo que EZ es una apótoma cuyos términos son conmen
surables con TA, AB y guardan la misma razón y además EZ es 
del mismo orden que Bl\

A  I----------------------------1

A
B i-------- •— * - ---------- ---------A r  H  i--------- - ---------------------------------- ----------1

E  Z
K  i— — t t - — *-------------------1----------------- t — — ( e

Pues sea a su vez el (rectángulo comprendido) por BA, H 
igual al (cuadrado) de A. Pues bien, puesto que el (rectángulo 
comprendido) por Br, EZ es igual al (rectángulo comprendido) 
por BA, H, entonces, como TB es a BA, así H a EZ (VI 16]. Pero 
TB es mayor que BA; entonces H es mayor que EZ | VI 16, V 14], 
Sea E0 igual a H; entonces, como TB es a BA, así 0E a EZ; luego, 
por separación, como TA es a BA, así 0Z a ZE [V 17]. Y hágase 
de forma que como 0Z es a ZE, así ZK a KE; entonces la (recta) 
entera ©K es a la (recta) entera KZ, como ZK es a KE, porque 
como uno de los antecedentes es a uno de los consecuentes, así 
todos los antecedentes a todos los consecuentes [V 12]. Pero 
como ZK es a KE, así rA a AB (V 11]; entonces, como 0K es a 
KZ. así también TA es a AB [id.]. Pero el (cuadrado) de TA es

la conclusión del libro. No tienen relación con el resto del tratam iento de los 
trece tipos de rectas sin razón expresablc y no se usan en los libros posteriores 
sobre geom etría de sólidos.

112-115 parecen ser el germen de un nuevo estudio sobre las rectas sin ra
zón expresable. 115 en particular amplía el núm ero de sus diferentes tipos. 
Tienen visos de ser un conjunto de teoremas antiguos que Heiberg piensa que 
pueden atribuirse a Apolonio, aunque no sean genuinos. Heath considera, sin 
embargo, que 112-114 tienen relación con las precedentes: X 111 muestra que 
una recta binomial no puede ser también una apótoma, m ientras que X 112- 
114 ponen de m anifiesto cóm o cada una de ellas se puede usar para convertir 
la otra en expresable.

conmensurable con el (cuadrado) de AB [X 36]; luego el (cua
drado) de 0K es también conmensurable con el (cuadrado) de 
KZ [VI 22; X 11]. Ahora bien, como el cuadrado de 0K es al 
(cuadrado) de KZ, así 0K a KE, puesto que las tres (rectas) 0K, 
KZ, KE son proporcionales [V Def. 9], Por tanto, 0K es conmen
surable en longitud con KE; de modo que 0E es también con
mensurable en longitud con EK [X 15]. Y puesto que el cuadra
do de A es igual al (rectángulo comprendido) por E0, BA, y el 
cuadrado de A es expresable, entonces el (rectángulo compren
dido) por E0, BA es también expresable. Y se ha aplicado a la 
(recta) expresable BA; entonces E0 es una (recta) expresable 
conmensurable en longitud con BA [X 20], de modo que EK, al 
ser conmensurable con ella, es también expresable y conmensu
rable en longitud con BA. Pues bien, dado que, como TA es a AB, 

así ZK a KE, mientras que TA, AB son conmensurables sólo en 
cuadrado, ZK, KE son también conmensurables sólo en cuadra
do [X 11]. Pero KE es expresable, luego ZK es también expresa- 
ble. Por tanto, ZK, KE son (rectas) expresables conmensurables 
sólo en cuadrado. Así pues, EZ es una apótoma [X 73].

Ahora bien, el cuadrado de TA es mayor que el de AB en el 
(cuadrado) de una (recta) conmensurable con (rA) o en el de 
una inconmensurable con ella.

Pues bien, si el cuadrado de TA es mayor que el de AB en el 
cuadrado de una (recta) conmensurable, también el cuadrado 
de ZK es mayor que el de KE en el (cuadrado) de una (recta) 
conmensurable con ella (ZK) [X 14], Y si TA es conmensurable 
en longitud con la (recta) expresable propuesta, también ZK lo 
es [X 11 y 12], pero si lo es BA, también KE [X 12]; y si no 
lo es ninguna de las dos (rectas) TA, AB, tampoco (lo será) nin
guna de las dos (rectas) ZK, KE.

Ahora bien, si el cuadrado de TA es mayor que el de AB en 
el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (rA), 
también el cuadrado de ZK será mayor que el de KE en el cua-

ii.
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drado de una (recta) inconmensurable con ella (ZK) |X 14], Y 
si TA es conmensurable en longitud con la (recta) expresable 
propuesta, también ZK lo es; pero si lo es ba, también KE, y si 
ninguna de las dos (rectas) TA, ab lo es, tampoco lo será ningu
na de las (rectas) ZK, KE; de modo que ZE es una apótoma cu
yos términos ZK, KE son conmensurables con los términos ta, 
ab de la binomial y guardan la misma razón; y (ZÉ) es del mis
mo orden que BT\ Q. E. D.

Proposición 113

E l  cuadrado de una (recta) expresable, aplicado a una 

apótoma, produce como anchura una (recta) binomial cuyos 
términos son conmensurables con los términos de la apótoma 
y  guardan la misma razón, y  además la binomial resultante es 
del mismo orden que la apótoma.

- A

Sea, pues, A la recta expresable y BA la apótoma, y sea el 
(rectángulo comprendido) por BA, K0 igual al (cuadrado) de A, 

de modo que el (cuadrado) de la (recta) 
expresable A, aplicado a la apótoma BA 
produce la anchura K6.

Digo que K0 es una binomial cu
yos términos son conmensurables con 
los términos de BA y guardan la misma 
razón, y además K© es del mismo orden 
que BA.

Pues sea Ar la (recta) adjunta a BA; 
entonces Br, TA son (rectas) expresables 
conmensurables sólo en cuadrado [X 

73]. Y sea el (rectángulo comprendido) por Br, H igual al (cua
drado) de A. Pero el (cuadrado) de A es expresable; entonces el

E
z

e

(rectángulo comprendido) por BT, H es también expresable. Y 
se ha aplicado a la (recta) expresable Br; luego H es expresable 
y conmensurable en longitud con Br [X 20|. Pues bien, como 
el (rectángulo comprendido) por Br, H es igual al (rectángulo 
comprendido) por BA, K0, entonces, proporcionalmente, como 
TB es a BA, así K0 a H (VI 16]. Pero Br es mayor que BA, en
tonces K0 es mayor que H [VI 16 y V 14]. Hágase KE igual a 
H; entonces KE es conmensurable en longitud con Br. Ahora 
bien, dado que como TB es a BA, así 0K a KE, entonces, por 
conversión, como Br es a TA, así K0  a 0E (V 19 Por.]. Hágase 
de forma que como K0 es a 0E, así 0Z a ZC; entonces la (recta) 
restante KZ es a Z0 como K0 es a 0E, es decir, como Bl a TA 
[V 19]. Pero Br, TA son conmensurables sólo en cuadrado [X 
11]. Luego también KZ, Z© son conmensurables sólo en cua
drado. Y dado que, como K0 es a 0E, KZ es a Z0, mientras que, 
como K0 es a ©E, ©z a ZE, entonces, como KZ es a z e , ©z a ZE 
[V 11]; de modo que también como la primera es a la tercera, 
el (cuadrado) de la primera es al (cuadrado) de la segunda (V 
Def. 9]; luego también, como KZ es a ZE, así el (cuadrado) de 
KZ al (cuadrado) de ze . Pero el (cuadrado) de KZ es conmensu
rable con el (cuadrado) de Z©, porque KZ, Z0 son conmensura
bles en cuadrado; entonces KZ es también conmensurable en 
longitud con ZE [X 11]; de modo que KZ es también conmen
surable en longitud con KE [X 15]. Pero KE es expresable y 
conmensurable en longitud con Br; entonces, KZ también será 
expresable y conmensurable en longitud con Br ¡X 12], Y 
puesto que, como B r es a TA, así KZ a z©, por alternancia, 
como Br es a KZ, así Ar a Z0 [V 16]. Pero Br es conmensura
ble con KZ; así pues, Z© es conmensurable en longitud con TA 
[X 11]. Pero Br, VA son (rectas) expresables conmensurables 
sólo en cuadrado; luego KZ, Z© son (rectas) expresables [X 
Def. 3] conmensurables sólo en cuadrado; por tanto K0 es bi
nomial.
228. — 7
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Pues bien, si el cuadrado de Br es mayor que el de ta en el 
(cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (Br), tam
bién el (cuadrado) de KZ será mayor que el de ze en el (cua
drado) de una (recta) conmensurable con ella (KZ) [X 14], Y si 
Br es conmensurable en longitud con la (recta) expresable pro
puesta, también KZ lo será, pero si TA es conmensurable con la 
(recta) expresable propuesta, también ze (lo será), y si ninguna 
de las (rectas) Br, TA lo es, ninguna de las (rectas) KZ, ze (lo 
será).

Ahora bien, si el cuadrado de Br es mayor que el de Ta en 
el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (Br), el 
(cuadrado) de KZ será también mayor que el de Z0 en el (cua
drado) de una (recta) inconmensurable con ella (KZ) [X 14]. Y 
si Br es conmensurable en longitud con la (recta) expresable 
propuesta, KZ también (lo será), pero si lo es TA, Z© también 
(lo será), y si ninguna de las (rectas) Br, TA (lo es), ninguna de 
las (rectas) KZ, Z0  lo será.

Por consiguiente, Ke es una binomial cuyos términos KZ, 
Z0 son conmensurables con los términos Br, TA de la apótoma, 
y guardan la misma razón y además K0 es del mismo orden 
que Br. Q. E. D.

Proposición 114

Si un área está comprendida por una apótoma y una bino- 
mial cuyos términos son conmensurables con los términos de 

la apótoma y guardan la misma razón, el lado del cuadrado 
equivalente al área es expresable.

Sea, pues, comprendida el área AB, VA por la apótoma AB y 
la binomial TA cuyo término mayor sea TE, y sean los términos 
de la binomial TE, EA conmensurables con los términos de la

i
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apótoma AZ, ZB y guarden la misma razón, y sea H el lado del 
cuadrado equivalente al (rectángulo comprendido) por AB, TA.

Digo que H es expresable.
Pues póngase la (recta) expresable 0, y apliqúese a TA un 

(paralelogramo) igual al (cuadrado) de 0  produciendo la an
chura KA; entonces KA es una apótoma; 
sean sus términos KM, MA conmensura
bles con los términos TE, EA de la bino
mial y guarden la misma razón [X 112).
Pero TE, EA son también conmensurables 
con AZ, ZB y guardan la misma razón.
Entonces, como AZ es a ZB, así KM a 
MA. Luego, por alternancia, como AZ es 
a KM, así BZ a AM; por tanto, la (recta) 
restante AB es a la (recta) restante KA como AZ es a KM [V 19].

Pero AZ es conmensurable con KM [X 12]; entonces AB es 
también conmensurable con KA [X 11].

Ahora bien, como AB es a KA, así el (rectángulo compren
dido) por TA, AB al (rectángulo comprendido) por TA, KA [VI 
1], Luego el (rectángulo comprendido) por TA, AB es conmen
surable también con el (rectángulo comprendido) por TA, KA

A B z

r E A

K A M

[X 11].
Pero el (rectángulo comprendido) por FA, KA es igual al 

(cuadrado) de 0; así pues, el (rectángulo comprendido) por 
TA, AB es conmensurable con el (cuadrado) de 0. Pero el (rec
tángulo comprendido) por LA, AB es igual al (cuadrado) de H; 
entonces el (cuadrado) de H es conmensurable con el (cuadra
do) de 0. Pero el (cuadrado) de 0 es expresable, luego el cua
drado de H es expresable. Por tanto, H es expresable. Y es el 
lado del cuadrado equivalente al (rectángulo comprendido) 
por FA, AB.

Por consiguiente, si un área está comprendida por una apó
toma y una binomial cuyos términos son conmensurables con
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los términos de la apótoma y guardan la misma razón, el lado 
del cuadrado equivalente al área es expresable.

Porisma:
Y por eso también nos queda claro lo siguiente: que es po

sible que un área expresable esté comprendida por rectas no 
expresables. Q. E. D.

Proposición 115

A partir de una (recta) medial se produce un número infi
nito de (rectas) no expresables y ninguna de ellas es la misma 
que ninguna de sus predecesoras.

Sea, pues, A una (recta) medial.
Digo que, a partir de A se produce un número infinito de 

rectas no expresables y que ninguna de ellas es la misma que 
una de sus predecesoras.

Pues póngase la (recta) expresable B, y sea el cuadrado de 
r  igual al (rectángulo comprendido) por B, A; entonces r  no es

expresable [X Def. 4]; porque un 
1 1 (área) comprendida por una (rec-

b — “ i- ‘- --------- ---------1 ta) expresable y una (recta) no ex-
r  | - ! , presable es un (área) no expresa-

ble [Deduc. de X 20], Y no es la 
' 1 misma que ninguna de sus prede

cesoras porque ninguno de los cuadrados de las predecesoras 
aplicado a una (recta) expresable produce como anchura una 
(recta) medial. Sea, a su vez, el (cuadrado) de a igual al (rec
tángulo comprendido) por B, r ; entonces el (cuadrado) de a no 
es expresable [Deduc. de X 20]. Luego a es una (recta) no ex
presable [X Def. 4]; y no es la misma que ninguna de sus pre
decesoras, porque ninguno de los cuadrados de las predeceso

ras aplicado a una (recta) expresable, produce como anchura r. 
De manera semejante, entonces, avanzando en la serie ad infi- 
nitum queda claro que, a partir de una (recta) medial se produ
ce un número infinito de (rectas) no expresables y ninguna es 
la misma que una de sus predecesoras. Q E D ]
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LIBRO UNDÉCIMO

DEFINICIONES

1. Un sólido es lo que tiene longitud, anchura y profundi
dad 4-L 45

45 La definición de sólido es tradicional. La palabra ste reón  «sólido», es 
un adjetivo que, en geom etría, hace referencia a  som a, «cuerpo», o skhém a, 
«figura».

P l a t ó n ,  en M enón  76a, «una figura es aquello que limita lo sólido», parece 
identificar sté reo n  con som a, mientras que en Euclides se identifica con skh é 
m a. En So fis ta  235d habla de producir una imitación teniendo en cuenta las 
proporciones del modelo en largo, ancho y profundo. En L eyes  817e coloca 
entre los tres m athém ata  el arte de m edir longitud, profundidad y anchura. Se
gún M ú g l e r  (D ictiona ire  de  la  term in o lo g ie  geo m étr iq u e  d e s  grecs, op. cit., 
pág 93) Platón se refiere a la tercera dim ensión de tres formas: bá thous aúksé, 
tríté  aúksé, ón  kybó aúksé. Por otra parte, la palabra bá thos  «profundidad» se 
aplica en Platón tanto al cuerpo sólido com o a la tercera dimensión: R ep. 528d 
«después de la geometría, hablé de la astronomía que implica movimiento de 
un sólido (báthous).

Aristóteles, por su parte, en M eta fís ica  1020a 11-14 dice: «lo continuo en 
una dirección es longitud, en dos direcciones anchura y en tres profundidad... 
longitud es una línea, anchura una superficie, profundidad un cuerpo» identifi
cando bá thos  con som a. En Tópicos  VI 5, 142b 24 «un cuerpo es lo que tiene 
tres dimensiones» (d iastáse is). En M eta fís ica  1066b32 «lo que tiene dim en
sión por todas partes».
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2. Y el extremo de un sólido es una superficie.
3. Una recta es ortogonal a un plano cuando forma ángulos

rectos con todas las rectas que la tocan y que están en el 
plano * 44 45.

4. Un plano es ortogonal a un plano cuando las rectas traza
das en uno de los planos formando ángulos rectos con 
la sección común de los (dos) planos forman ángulos 
rectos con el plano restante.

5. Cuando desde el extremo de una recta elevado sobre un
plano se traza una perpendicular al plano y se traza otra 
recta desde el punto que resulta hasta el extremo (que 
está) en el plano de la (primera) recta, el ángulo com
prendido por la recta así trazada y la (que está) sobre el 
plano es la inclinación de la recta con respecto al pla
no 45.

6. La inclinación de un plano con respecto a un plano es el
ángulo agudo comprendido por las (rectas) trazadas a 
un mismo punto formando ángulos rectos con la sec
ción común en cada uno de los planos 46.

Herón (Def. 11) com bina las dos form as de definir un sólido: «un cuerpo 
sólido es el que tiene longitud, anchura y profundidad o el que cuenta con las 
tres dimensiones».

Teón (pág. 111, 19, ed. Hiller) dice: «lo que es extensible y divisible en 
tres direcciones es un sólido, que tiene longitud, anchura y profundidad».

44 Euclides establece una diferencia entre orlh é  «ortogonal», térm ino utili
zado para el caso de rectas (o planos) que forman ángulos rectos con un plano, 
y p r o s  orthás, em pleado para rectas que forman ángulos rectos con otras rec
tas en un plano. El término káthetos, «perpendicular», se utiliza de un modo 
más generalizado.

Herón (Oef. 115) adopta esta definición y la siguiente casi con las mismas 
palabras.

Se establece en XI 4 el hecho de que una recta pueda relacionarse con un 
plano de la forma que se describe en esta definición.

45 En suma, se trata del ángulo de la recta con su proyección en el plano.
46 Hoy en día hablaríamos de ángulo diedro.

2 0 0
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7. Se dice que un plano se inclina sobre un plano de manera
semejante a como otro se inclina sobre otro, cuando di
chos ángulos de inclinación son iguales entre sí.

8. Planos paralelos son los no concurrentes47.
9. Figuras sólidas semejantes son las comprendidas por pla

nos semejantes iguales en número.
10. Figuras sólidas iguales y semejantes son las comprendidas

por planos semejantes iguales en número y tamaño 48.
11. Un ángulo sólido es la inclinación de más de dos líneas

que se tocan entre sí y no están en la misma superficie 
con respecto a todas las líneas.

O de otra forma: un ángulo sólido es el comprendido 
por más de dos ángulos planos construidos en el mismo 
punto, sin estar en el mismo plano.

12. Una pirámide es una figura sólida comprendida por pla
nos, construida desde un plano a un punto.

47 Herón (115) présenla la misma definición de planos paralelos. El térmi
no asym ptñtos «no concurrente» se ha utilizado posteriorm ente para las asínto
tas de curvas.

48 Simson discute la autenticidad de esta definición por dos razones:
En primer lugar, dice que nc es una definición sino un teorema que debe 

ser probado por el método de la superposición o de alguna otra manera, por 
tamo no debía haberse colocado entre las definiciones. En segundo lugar, por
que es falsa, según dem uestra con un ejem plo (Cf. S i m s o n .  ed. cit. ,  págs. . 3 3 9 -  

41). Considera, entonces, que esta definición ha sido interpolada por Teón o 
algún otro editor.

Legendre comparte las objeciones de Simson y las amplía a la definición 9 
(Cf. H e a t h ,  op. cit. .  III. págs. 266-67).

Heath sin em bargo piensa que las definiciones 9 y 10 se refieren única
mente a figuras com puestas por ángulos sólidos triédricos y en este caso, que 
es el único que Euclides tiene en cuenta, sus afirm aciones son «verdaderas y 
admisibles».

Herón define las figuras sólidas sem ejantes com o aquellas que están com 
prendidas por planos semejantes y situados de m anera semejante. En recuerdo 
del principio de «caridad» que Donald Davidson postula en el mundo de la in
terpretación, conviene entender que se refiere a  poliedros convexos.



13. Un prisma es una Figura sólida comprendida por planos
dos de los cuales, los opuestos, son iguales, semejantes 
y paralelos, mientras que los demás son paralelogra- 
mos.

14. Cuando, permaneciendo fijo el diámetro de un semicírcu
lo, se hace girar el semicírculo y se vuelve de nuevo a 
la misma posición desde donde empezó a moverse, la 
figura comprendida es una esfera 49.

15. Y el eje de la esfera es la recta que permanece fija en tor
no a la que gira el semicírculo.

16. Y el centro de la esfera es el mismo que el del semicírcu
lo.

17. Y diámetro de la esfera es cualquier recta trazada a través
del centro y limitada en ambas direcciones por la super
ficie de la esfera.

18. Cuando, permaneciendo fijo uno de los lados que com
prenden el ángulo recto de un triángulo rectángulo, se 
hace girar el triángulo y se vuelve de nuevo a la posi
ción desde donde empezó a moverse, la figura com
prendida es un cono. Y si la recta que permanece fija es 
igual a la restante del ángulo recto, el cono será rectán-

202 ELEMENTOS

44 Com o hace notar el escoliasta, no se trata de una definición propiam en
te dicha, sino de la descripción del m odo de generar una esfera. Pero Euclides 
define de esta forma la esfera porque utilizará este modo de concebirla en las 
últimas proposiciones del libro XIII para probar que los vértices de los polie
dros regulares tocan la superficie de las esferas que los circunscriben. De he
cho. prueba que los vértices de dichas figuras locan los semicírculos descritos 
sobre ciertos diám etros de las esferas.

La noción definitoria no genética de esfera es antigua. En Aristótf.i i s. la 
característica propia de la esfera es que sus extremos distan lo mismo del cen
tro (A cerca  d e l c ie lo  II, 14. 297a 24). Herón usa la misma fórmula que Eucli
des utiliza para definir el círculo: «Una esfera es una figura sólida limitada por 
una superficie tal que todas las rectas que caen en ella desde un punto interior 
de la figura son iguales entre sí»

r
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guio, y si es menor obtusángulo y si es mayor acután- 
gulo.

19. Y el eje del cono es la recta que permanece fija en torno
a la que gira el triángulo.

20. Y la base, el círculo descrito por la recta que gira.
21. Cuando, permaneciendo fijo uno de los lados que com

prenden el ángulo recto de un paralelogramo rectángu
lo, se hace girar el paralelogramo y vuelve de nuevo a 
la misma posición desde donde empezó a moverse, la 
figura comprendida es un cilindro.

22. Y el eje del cilindro es la recta que permanece fija en tor
no a la que gira el paralelogramo.

23. Y las bases son los círculos descritos por los dos lados
opuestos que giran.

24. Conos y cilindros semejantes son aquellos cuyos ejes y
diámetros de las bases son proporcionales.

25. Un cubo es la figura sólida comprendida por seis cuadra
dos iguales.

26. Un octaedro es una figura sólida comprendida por ocho
triángulos iguales y equiláteros.

27. Un icosaedro es la figura sólida comprendida por veinte
triángulos iguales y equiláteros.

28. Un dodecaedro es la figura sólida comprendida por doce
pentágonos iguales equiláteros y equiángulos50.

5,1 Con estas definiciones del libro XI entramos en el último campo temáti
co de los Elementos', la geometría del espacio. El interés de los matemáticos 
griegos por la geometría de los sólidos («cuerpos» o «figuras») responde a di
versas fuentes de inspiración y de desarrollo. Unas podrían decirse inris bien 
«externas» — en nuestra perspectiva profesionalizada de las matemáticas que 
nos hace ver demarcaciones entre los miembros de esta familia (e. g. entre geo
metría y astronomía, entre aritmética y música), que los antiguos griegos no so
lían marcar— : las otras más bien «intemas». Entre las fuentes «externas» cuen
tan ciertas ideas cosm ológicas, en particu lar la tradición que consideraba
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Pkoposkion I

No cabe que una parle de una línea recia esté en el plano 
de referencia y  otra parle en un plano más elevado.

Pues, si fuera posible, esté la parte AB de la línea recta ABr 
en el plano de referencia y la otra parte Br en un plano más 
elevado.

los sólidos regulares como encam ación o figura de los «cuerpos cósmicos» 
En este sentido, es elocuente la conjetura del Tim eo  de Platón acerca de las co
rrespondencias entre los cuatro primeros sólidos y las partículas de los cuatro 
elementos, es decir: entre la pirámide o tetraedro y el fuego; el cubo o hexae
dro y la tierra; el octaedro y el aire; el icosaedro y el agua (Tim en, 55e-56b); 
para colmo, el dodecaedro podía ser la figura del universo mismo. Una tradi
ción neopitagórica, de la que se hace eco A e c i o  (P ia d la , II 6, 5), atribuye a 
Pitágoras tanto el conocim iento de los cinco poliedros com o su asociación a 
los elem entos y al conjunto del cosmos — raro poder de presciencia el de este 
Pitágoras, capaz de conocer cosas para las que aún no existen condiciones de 
conocim iento (e. g. la investigación sobre inconm ensurables que subyace en 
la construcción de los poliedros, en particular del dodecaedro; la «teoría de los 
elementos» de Empédocles)— El escolio 1,° del libro XIII pretende, a su vez, 
que la pirámide, el cubo y el dodecaedro ya habían atraído la atención de los 
pitagóricos, m ientras que el octaedro y el icosaedro habían sido estudiados por 
Teeteto. Es una pretensión más sensata, pero ambigua, al menos en la medida 
en que pasa por alto la diferencia entre el hallazgo o el interés por ciertas figu
ras y la construcción geométrica de los poliedros sobre la base teórica perti
nente. En este sentido, fueran cuales fueran los motivos filosóficos o estéticos 
pitagóricos, la conversión de los poliedros regulares en un asunto geométrico 
parece deberse sobre todo al trabajo de matemáticos como Teeteto — a quien, 
por cierto. Suda  atribuye un escrito sobre estos cinco sólidos (edic. Ginebra, 
1619; I 1295, 1-5)— . También revisten especial importancia los planteamien
tos astronómicos, asociados a modelos cosmológicos, que guiaban el estudio 
de la geometría esférica. Un hito preeuclídeo singular en esta línea es L a esfera  
en m ovim ien to  de Autólico de Pitania, el primer tratado matemático-científico 
griego que hoy se conserva (cf. edic. G, A u j a c ,  París, 1979). Entre las fuentes
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timonees habrá en el plano de referencia 
una recta que continúe a AB; sea BA. entonces 
AB es un segmento común de las dos rectas 
ABT, aba; lo cual es imposible teniendo en 
cuenta que, si describiéramos un círculo con el 
centro B y la distancia AB, los diámetros corta
rían circunferencias desiguales del círculo.

Por consiguiente, no cabe que una parte de 
una línea recta esté en el plano de referencia y 
otra parte en el plano más elevado. Q E 1).5I.

/
/ / A Y

1/  /

\ / B /\  A /
\V /

o motivos más «internos» cabe mencionar la investigación de medias propor
cionales (cí. Timeo. 3 1e-32b). al calor de antiguos problem as com o el de la 
duplicación del cubo, el análisis de magnitudes no expresahles racionalmente 
em prendido por Teeteto y desarrollado en el libro X; los estudios sobre sóli
dos. com o los resultados de Demórenlo y de Eudoxo que recuerda Arquimedes 
y se hallan rcllejados en el libro XII (e. g.. en las proposiciones 2. 7. 10, 18)

El planteam iento de Euclides es una muestra elocuente no sólo de la ma
durez de esta tradición clásica de la geometría griega (la tradición Teeteto-Eu- 
doxo). sino de las limitaciones de la matemática griega a la hora de explicitar 
ciertos supuestos. Euclides. por ejemplo, tiende a pasar del modo más tácito y 
natural desde los resultados acerca de un plano hasta la solución de problemas 
que envuelven más de un plano: la geometría de los sólidos no parece requerir 
ni postulados específicos, ni la explicitación de su relación con la anterior 
geometría plana. En consecuencia, no aparecen especificadas en los E lem en 
tos las relaciones entre planos y puntos, planos y líneas, planos y planos. Pero 
la limitación más sustancial es la de una geom etría del espacio que carece de 
una noción propia y expresa de espacio geom étrico —en  curioso contraste con 
la preocupación del pensam iento griego por el espacio cosm ológico o por el 
lugar físico, cf. «Introducción general». E lem en to s . L ibros l-IV, págs. 07, 108- 
110. Por lo demás, esa carencia del debido nivel de abstracción conceptual 
mal puede suplirse con la mera indicación del carácter tridimensional de las 
figuras que se van a tratar en este nuevo cam po temático.

51 «Plano de referencia» recoge los dos sentidos posibles del griego tó  h \ 
p o keim énon  ep ipedon:  a) el plano que está debajo con respecto a otro más ele
vado m eleóróleron, y b) el plano dado o acordado.

Por otra parte, H l a t i i  (op. cit., pág. 272) hace notar .que las pruebas de las
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Proposición 2

Si dos rectas se cortan una a otra están en un plano, y todo 
triángulo está en un plano.

Córtense, pues, las dos rectas AB, ta en el punto E.
Digo que AB, i~a están en un plano y todo triángulo está en 

un plano.
Pues tómense al azar los puntos 7, H en Er. EB y trácense 

I B, zil. y trácense entre ellas Z0. IIK.
Digo en primer lugar que el triángulo ErB está en un plano. 

Pues si una parte del triángulo EI B. sea Z(-)E o sea HBK, está en 
el plano de referencia y la (parte) restante 
en otro (plano), una parte de una de las rec
tas Er, EB estará también en el plano de re
ferencia y otra (parte) en otro. Pero si la 
parte zrBH del triángulo ErB está en el (pla
no) de referencia y la restante en otro, una 
parte de ambas rectas Er, EB estará también 
en el plano de referencia y otra (parte) en

tres primeras proposiciones del libro XI son insatisfactorias Buena señal es 
que Enchiles no es capa/ de hacer ningún uso de su definición de plano para 
oslas. En realidad se basa en supuestos sobre planos que deberla haber decla
rado de modo análogo a com o había adelantado postulados sobre recias en el 
libro I Algunos de eslos postulados vacuos podrían form ularse com o sigue. 

XI I * Si dos punios están en uii plano también lo está la recia que pasa a 
traces de ellos

2* Tres puntos cualesquiera que no estén en línea recta determ inan un 
plano.

3* Si dos planos se cortan, lo hacen en una recta.
4* Para todo plano hay un pumo que no está en él. (El propósito gene

ral de este supuesto es generar nuevos planos.)
Para más detalles, cf Mi 'KI.lkr, Philosophx oj Mathematics..., op. cil.. 

págs. 208 ss.

A A

1 tí K B

otro; lo que precisamente se ha demostrado que es absurdo [XI 
1], Por tanto, el triángulo ErB está en un plano. Pero en el (pla
no) en que está el triángulo ErB, en ese está también cada una 
de las rectas Er, EB; y en el plano en que está cada una de las 
rectas Er, EB, en ese están también AB, TA [XI 1],

Por consiguiente, las rectas AB, TA están en un plano y todo 
triángulo está en un plano. Q. E. D.52.

Proposición 3

j Si dos planos se cortan uno a otro su sección común es una
\ recta.
I Córtense, pues, los dos planos AB, B r y sea la línea AB su

sección común.
Digo que la línea AB es una recta.
Pues, si no, trácese de a a B en el plano 

AB, la recta AEB, y en el plano Br la recta 
AZB.

Entonces las dos rectas AEB, azb tendrán 
los mismos extremos y evidentemente ence k _ A
rrarán un área; lo cual es absurdo. Entonces,
AEB, AZB no son rectas. De manera semejan- r
te demostraríamos que no habrá ninguna
otra (recta) trazada de A a B excepto AB, la sección común de
los planos AB. Br.

5J Es discutible el valor de la prueba de esta proposición dado que Eucli- 
des sólo considera ciertos triángulos y ciertos cuadriláteros que forman parte 
del triángulo inicial. Simson (op. cit., pág. 193) enuncia el teorema com o si
gue: «Si dos rectas se cortan una a otra, estarán en un plano; y tres rectas cua
lesquiera. que se encuentran mutuamente, están en un plano».
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Por consiguiente, si dos planos se cortan uno a otro, su sec
ción común es una recta. Q. E. D .53.

P roposición  4

Si se levanta una recta formando ángulos rectos con dos 
rectas que se cortan una a otra en su sección común, formará 
también ángulos rectos con el plano que pasa a través de 
ellas.

Levántese, pues, una recta EZ formando ángulos rectos a 
partir del punto E con dos rectas AB, EA que se cortan en el 
punto E.

Digo que EZ forma también ángulos rectos con el plano

Pues tómense las (rectas) 
AE, EB, TE, EA iguales entre sí 
y trácese una recta al azar, 
HE0, por el punto E, y trácen
se AA, EB, y  además, desde un 

punto al azar, z, (de la recta 
EZ), trácense ZA, ZH, ZA, zr, 
Z0, ZB. Ahora bien, como las 

dos (rectas) AE, EA son iguales a las dos (rectas) TE, EB y com
prenden ángulos iguales fl 15], entonces la base AA es igual a la 
base EB, y el triángulo AEA será igual al triángulo EEB [I 4]; de 
modo que el ángulo AAE es igual al ángulo EBr. Pero el ángulo 
AEH es también igual al (ángulo) BE© [I 15]. Así pues AHE, BE©

(que pasa) a través de AB, EA. 

z

53 S im son  suprime el pasaje «entonces AEB, AZB no son rectas. De manera 
semejante dem ostraríam os que no habrá ninguna otra trecta) trazada de a a B 
excepto AB, la sección común de los planos AB, Br», por considerarlo super- 
fluo. Cf. op. cit., pág. 346.

son dos triángulos que tienen dos ángulos iguales a dos ángulos 
respectivamente y un lado igual a un lado, el que corresponde a 
los ángulos iguales, esto es: el (lado) AE al (lado) EB; luego ten
drá también los lados restantes iguales a los lados restantes [1 
26], Por tanto, HE es igual a E 0  y  AH a B 0. Y como AE es igual 
a EB, mientras que ZE es común y forma ángulos rectos, enton
ces, la base ZA es igual a la base ZB [1 4]. Por lo mismo, zr 
también es igual a ZA. Ahora bien, como a a  es igual a EB, y  ZA 

es igual a ZB, entonces, los dos (lados) ZA, a a  son iguales res
pectivamente a los dos (lados) ZB, BE; pero se ha demostrado 
que también la base ZA es igual a la base ZE; luego el ángulo 

i ZAA es igual al ángulo ZBE [I 8], Y puesto que se ha demostrado 
que AH es a su vez igual a B©, mientras que ZA es también igual 
a ZB, entonces los dos (lados) ZA, AH son iguales a los dos (la
dos) ZB, B 0. Y se ha demostrado que el (ángulo) ZAH es tam
bién igual al (ángulo) ZB©; así pues, la base ZH es igual a la 
base Z© [I 4], Ahora bien, puesto que se ha demostrado que HE 

es a su vez igual a E© y EZ es común, entonces los dos (lados) 
HE, EZ son iguales a los dos (lados) 0 E , EZ; y  la base ZH es igual 
a la base ze; entonces el ángulo HEZ es igual al ángulo ©EZ [I 
8]. Luego cada uno de los ángulos HEZ, ©EZ es recto. Por tanto, 
ZE forma ángulos rectos con H 0  trazada al azar por el punto E.

De manera semejante demostraríamos que ZE forma ángu
los rectos con todas las rectas que la tocan y que están en el 
plano de referencia. Pero una recta es ortogonal a un plano 
cuando forma ángulos rectos con todas las rectas que la tocan 
y que están en el mismo plano [XI Def. 3]. Luego ZE forma án
gulos rectos con el plano de referencia. Y el plano de referen
cia es el (que pasa) a través de las (rectas) AB, EA. Por tanto ZE 

forma ángulos rectos con el plano (que pasa) a través de las 
(rectas) AB, EA.

Por consiguiente, si se levanta una recta formando ángulos 
rectos con dos rectas que se cortan, en su sección común, for-

1

S¡

l.i

I
I
I

í
[
í

I
E
I
I



2 1 0 ELEMENTOS

mará también ángulos rectos con el plano (que pasa) a través 
de ellas. Q. E. D.

Proposición 5

Si se levanta una recta formando ángulos rectos con tres 
rectas que se tocan, en su sección común, las tres rectas están 
en un plano.

Levántese, pues, una recta AB formando ángulos rectos con 
tres rectas Br, BA. BE, en su punto de contacto, B.

Digo que Br, BA, BE están en 
un plano.

Pues, supongamos que no, y si 
fuera posible, estén BA, BE en el 
plano de referencia y B r  en uno 
más elevado, prolongúese el plano 
que pasa a través de AB, Br; en
tonces producirá una recta como 
sección común en el plano de re

ferencia [XI 3J. Produzca la (recta) Bz. Así pues, las tres rec
tas AB, Br, BZ están en un plano, el trazado a través de las 
(rectas) AB. B l . Y puesto que AB forma ángulos rectos con 
cada una de las (rectas) BA, BE, entonces AB es ortogonal 
también al plano que pasa a través de BA. BE [XI 4J. Y el pla
no (que pasa) a través de BA, BE es el de referencia; luego AB 
es ortogonal al plano de referencia. De modo que AB hará án
gulos rectos con todas las rectas que la tocan y están en el 
plano de referencia [XI Def. 3|. Pero BZ la toca y está en el 
plano de referencia; entonces el ángulo ABZ es recto. Y se ha 
supuesto que el ángulo ABE también es recto; luego el ángulo 
ABZ es igual al ángulo a b e . Y están en un plano; lo cual es
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imposible. Luego la recta Br no está en un plano más eleva
do; por tanto, las tres rectas Br, BA, BE están en un plano.

Por consiguiente, si se levanta una recta formando ángulos 
rectos con tres rectas que se tocan, en su punto de contacto, las 
tres rectas están en un plano. Q. E. D.

Proposición 6

Si dos rectas forman ángulos rectos con el mismo plano, 
las rectas serán paralelas.

Formen, pues, las dos rectas AB, TA ángulos rectos con el 

plano de referencia.
Digo que AB es paralela a TA.
Pues únanse con el plano de referencia en los puntos B, A y 

trácese la recta BA, y trácese AE formando ángulos rectos con 
BA en el plano de referencia, y hágase AE igual a AB, y trácense 
BE, AE, AA.

Ahora bien, como AB es ortogonal al plano de referencia, 
hará ángulos rectos con todas las rectas que la tocan y están en 
el plano de referencia [XI Def. 3],
Pero cada una de las rectas BA, BE, 
que están en el plano de referen
cia, toca a AB; entonces cada uno 
de los ángulos a b a , a b e  es recto.
Por lo mismo, cada uno de los (án
gulos) TAB, I'AE también es recto.
Y como AB es igual a AE y BA es 
común, entonces los dos (lados)
AB, BA son iguales a los dos (lados) EA, AB; y comprenden án
gulos rectos; luego la base aa es igual a la base BE [1 4], Ahora 
bien, como'AB es igual a AE, mientras que AA es también igual a

r a
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BE, entonces los dos (lados) AB, BE son iguales a los dos (lados) 
EA, aa; y AE es su base común; luego el ángulo ABE es igual al 
ángulo EAA [1 8]. Pero el (ángulo) ABE es recto; entonces el (án
gulo) EAA es también recto; luego EA forma ángulo recto con 
AA. Pero forma también ángulos rectos con cada una de las 
(rectas) BA, Al'. Entonces EA se ha levantado formando ángulos 
rectos con las tres rectas BA, AA, Ar, en su punto de contacto; 
luego las tres rectas BA, AA, AE están en un plano [XI 5], Pero 
en el plano en que están AB, aa, en ése está también AB: porque 
todo triángulo está en un plano [XI 2]; entonces las rectas AB, 
BA, Ar están en un plano. Ahora bien, cada uno de los ángulos 
ABA, BAE es recto; por tanto, AB es paralela a EA [I 28).

Por consiguiente, si dos rectas forman ángulos rectos con 
el mismo plano, las rectas serán paralelas. Q. E. D.

rectas EHZ, EZ encerrarán un espacio; lo cual es imposible; lue
go la recta trazada de E a Z no está en un plano más elevado; 
por tanto, la recta trazada de E a Z está en el plano que pasa a 
través de las paralelas AB, EA.

Por consiguiente, si dos rectas son paralelas y se toman 
unos puntos al azar en cada una de ellas, la recta que une los 
puntos está en el mismo plano que las paralelas. Q E D.

Proposición 8

Si dos rectas son paralelas y  una de ellas forma ángulos 
rectos con un plano cualquiera, la restante formará también 

ángulos rectos con el mismo plano.

Proposición 7

Si dos rectas son paralelas y  se toman unos puntos al azar 

en cada una de ellas, la recta que une los puntos está en el 
mismo plano que las paralelas.

Sean AB, EA dos rectas paralelas y tómense al azar en cada 
una de ellas los puntos E, Z respectivamente.

Digo que la recta que une los 
® puntos E, z está en el mismo plano 

que las paralelas.
Pues supongamos que no, y si 

fuera posible, esté en un plano 
_ más elevado como EHZ, y trácese 
A un plano que pase a través de EHZ, 

entonces producirá una recta como sección en el plano de refe
rencia [XI 3]. Prodúzcala como la (recta) EZ; entonces las dos

Sean AB, EA dos rectas paralelas y una de ellas, AB, forme 
ángulos rectos con el plano de referencia.

Digo que la restante, EA, formará también ángulos rectos 
con el mismo plano.

Pues únanse AB, EA con el plano 
de referencia en los puntos B, A, y trá
cese ba; entonces AB, EA, BA están en 
un plano [XI 7]. Trácese AE formando 
ángulos rectos con BA en el plano de 
referencia y hágase AE igual a AB, y 
trácense BE, AE, aa. Y puesto que AB 
es ortogonal al plano de referencia, 
entonces AB forma ángulos rectos 
también con todas las rectas que la to
can y están en el plano de referencia [XI Def. 3]; luego cada 
uno de los ángulos ABA, ABE es recto. Y puesto que la recta 
BA ha incidido sobre las paralelas AB, EA, entonces los ángu
los ABA. EAB son iguales a dos rectos [I 29[. Pero el ángulo
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ABA es recto; entonces el ángulo LAB es también recto; luego 
TA forma ángulos rectos con BA. Y como AB es igual a AE, y 
BA es común, entonces los dos lados AB, BA son iguales a los 
dos (lados) ea, AB; y el ángulo aba es igual al ángulo EAB: 
porque cada uno de ellos es recto; luego la base AA es igual a 
la base BE. Y como AB es igual a AE, y BE a aa, entonces los 
dos (lados) AB, BE son iguales respectivamente a los dos (la
dos) EA. aa. Y AE es su base común; luego el ángulo ABE es 
igual al ángulo Eaa. Pero el ángulo ABE es recto; entonces el 
ángulo EAA es también recto; así pues. EA forma ángulos rec
tos con AA. Pero forma ángulos rectos también con AB; luego 
EA forma también ángulos rectos con el plano que pasa a tra
vés de BA. AA (XI 4|. Entonces EA producirá ángulos rectos 
con todas las rectas que la tocan y están en el plano BAA. 
Pero Al está en el plano que pasa a través de BAA, teniendo 
en cuenta que AB, BA están en el plano que pasa a través de 
BAA |XI 2|, y Al está también en el plano en el que están AB, 
BA. Entonces EA forma ángulos rectos con AE; de modo que 
l A también forma ángulos rectos con AE. Pero I a forma tam
bién ángulos rectos con BA. Luego ea está puesta formando 
ángulos rectos desde el punto de sección. A, con las dos rec
tas ,\E, AB que se cortan entre sí; de modo que I a forma tam
bién ángulos rectos con el plano que pasa a través de AE. AB 
(XI 4|. Pero el plano que pasa a través de AE, AB es el de refe
rencia; luego r.\ forma ángulos rectos con el plano de refe
rencia.

Por consiguiente, si dos rectas son paralelas y una de ellas 
forma ángulos rectos con un plano cualquiera, la restante for
mará también ángulos rectos con el mismo plano, y. E. D.

Proposición 9

Las paralelas a una misma recta y  que no están en el mis
mo plano que ella son también paralelas entre sí.

Sean, pues, cada una de las rectas AB, EA paralelas a EZ, sin 
estar en el mismo plano que ella.

Digo que AB es paralela a EA.
Pues tómese al azar el punto H en la recta EZ, y trácese 

desde él la (recta) H0 formando ángulos rectos con EZ en el 
plano que pasa a través de EZ, AB y trácese HK formando a su 
vez ángulos rectos con EZ en el plano que pasa a través de ZE, 
EA. Ahora bien, como EZ forma ángulos rectos con cada una 
de las (rectas) H0, HK, entonces EZ forma ángulos rectos tam

bién con el plano que pasa a través de H0, HK [XI 4|. Y EZ es 
paralela a AB. luego también AB forma ángulos rectos con el 
plano que pasa a través de 0HK [XI 8]. Por lo mismo EA tam
bién forma ángulos rectos con el plano que pasa a través de 
0HK; entonces cada una de las (rectas) AB, Ea forma ángulos 
rectos con el plano que pasa a través de 0HK. Pero si dos rec
tas forman ángulos rectos con el mismo plano, las rectas son 
paralelas [XI 6).

Por consiguiente, AB es paralela a EA. Q. E. D.
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Proposición 10

Si dos rectas que se tocan son paralelas a otras dos rectas 

que se tocan, sin estar en el mismo plano, comprenderán án

gulos iguales.

Sean AB, Br dos rectas que se tocan, paralelas a las dos rec
tas que se tocan AE, EZ, sin estar en el mismo plano.

Digo que el ángulo ABr es igual al (ángulo) AEZ.
Tómense, pues, las (rectas) BA, Br, Ea, EZ iguales entre sí, 

y trácense AA, rz, BE, AE, AZ. Y como BA es igual y paralela a 
EA, entonces AA también es igual y paralela a BE II 33]. Por lo 
mismo, rz  también es igual y paralela a BE; entonces cada una

de las (rectas) AA, rz  es igual y paralela a BE. Pero las parale
las a una misma recta y que no están en el mismo plano que 
ella son también paralelas entre sí [XI 9]. Entonces aa es igual 
y paralela a rz. Y Ar, AZ las unen; luego AA es paralela a AZ [I 
33]. Y como los dos (lados) AB, Br son iguales a los dos (la
dos) AE, EZ y la base Ar es igual a la base AZ, entonces el ángu
lo ABr es igual al ángulo AEZ.
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Por consiguiente, si dos rectas que se locan son paralelas a 
otras dos rectas que se tocan, sin estar en el mismo plano, 
comprenderán ángulos iguales. Q. E. D.

Proposición 11

Trazar una línea recta perpendicular a un plano dado des
de un punto elevado dado.

Sea A el punto elevado dado y sea el plano de referencia el 
plano dado.

Así pues, hay que trazar una línea recta perpendicular al 
plano de referencia desde el punto A.

Trácese, pues, al azar, una recta Br en el plano de referen
cia, y trácese, desde el punto a, la (recta) aa perpendicular a 
Br [I 12]. Pues bien, si aa es perpendicular también al plano 

j de referencia, habría resultado lo 
propuesto. Pero si no, trácese, des
de el punto A, la (recta) AE forman
do ángulos rectos con Br en el pla
no de referencia [I 11] y desde a, la 
(recta) AZ perpendicular a AE [1 i 2], 
y por el punto Z, trácese H6 paralela 
a BE [131].

Ahora bien, como Br forma án
gulos rectos con cada una de las (rectas) aa, ae, entonces Br 
forma ángulos rectos también con el plano que pasa a través de 
Eaa (XI 4]. Y H0 es paralela a ella. Pero si dos rectas son para
lelas y una de ellas forma ángulos rectos con un plano, la res
tante formará también ángulos rectos con el mismo plano [XI 
8]; luego HQ forma también ángulos rectos con el plano que 
pasa a través de EA, aa. Por tanto, H© forma ángulos rectos con
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todas las rectas que la tocan y están en el plano que pasa a tra
vés de EA, AA [XI Def. 3]. Pero AZ que está en el plano que pasa 
a través de EA, aa la toca; luego H0 forma ángulos rectos con 
ZA. De modo que también ZA forma ángulos rectos con 6H. 
Pero AZ forma ángulos rectos con AE; entonces AZ forma ángu
los rectos con cada una de las (rectas) H9, AE. Ahora bien, si se 
levanta una recta formando ángulos rectos con dos rectas que 
se cortan, en su punto de sección, formará también ángulos rec
tos con el plano que pasa a través de ellas [XI 4[. Luego ZA for
ma ángulos rectos con el plano que pasa a través de EA, He. Pero 
el plano que pasa a través de EA, He es el plano de referencia; 
por tanto, AZ forma ángulos rectos con el plano de referencia.

Por consiguiente, se ha trazado la línea recta AZ perpendi
cular al plano de referencia, desde el punto elevado dado, A. 
0  E. F.

Proposición 12

Levantar una línea recta formando ángulos rectos con un 
plano dado desde un punto dado en él.

Sea el plano de referencia el plano dado y A el punto en él. 
Así pues hay que levantar una línea recta formando ángu- 

r los rectos con el plano de referencia 
desde el punto a.

Considérese un punto elevado 
cualquiera B y trácese desde el punto 
B, Br perpendicular al plano de refe
rencia [XI 11J, y por el punto A tráce
se AA paralela a Br [I 31],

Pues bien, como aa, TB son dos

rectas paralelas y una de ellas, Br, forma ángulos rectos con el 
plano de referencia, entonces la restante AA forma también án
gulos rectos con el plano de referencia [XI 8],

Por consiguiente, se ha levantado la (recta) AA formando 
ángulos rectos con el plano dado en su punto A. Q. E. F.

Proposición 13

No podrán levantarse por el mismo lado dos rectas for
mando ángulos rectos con el mismo plano desde el mismo 
punto.

Pues, si fuera posible, levántense por el mismo lado las dos 
rectas AB, Ar formando ángulos rectos con el plano de referen
cia, desde el mismo punto A, y trácese el plano que pasa a tra
vés de BA, Ar; entonces producirá una recta como sección, a 
través del punto A, en el plano de 
referencia [XI 3], Produzca la (rec
ta) AAE; entonces las rectas AB, Ar, .r
AAE están en un plano. Y como PA /
forma ángulos rectos con el plano t s r ~  ~ f  7

de referencia, entonces hará ángu- /
los rectos con todas las rectas que /  /
la tocan y están en el plano de refe- j  ^ 7 e
rencia [XI Def. 3], Pero AAE, que
está en el plano de referencia, la toca; luego el ángulo TAE es 
recto. Por lo mismo, el ángulo BAE es también recto; luego el 
(ángulo) TAE es igual al (ángulo) BAE. Y están en un plano; lo 
cual es imposible.

Por consiguiente, no se levantarán por el mismo lado dos 
rectas formando ángulos rectos con el mismo plano desde el 
mismo punto. Q. E. D.
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Proposición 14

Los planos con los que una misma recta form a ángulos 
rectos serán paralelos.

Forme, pues, ángulos rectos una recta cualquiera, AB, con 
cada uno de los planos ta, ez.

Digo que los planos son paralelos.
Pues si no, se encontrarán al prolongarse. Encuéntrense; 

entonces producirán una recta como sección común [XI 3].

Produzcan la (recta) H0, y tómese al azar el punto K en la (rec
ta) H0 y trácense AK, BK. Y como AB forma ángulos rectos con 
el plano EZ, entonces AB forma ángulos rectos con la recta BK 
que está en la prolongación del plano EZ [XI Def. 3]; luego el 
ángulo ABK es recto. Por lo mismo el ángulo BAK también es 
recto. Entonces los dos ángulos ABK, BAK del triángulo ABK 
son iguales a dos rectos; lo cual es imposible II 17]; luego los 
planos TA, EZ prolongados no se encontrarán; por tanto los pla
nos TA, EZ son paralelos.

Por consiguiente, los planos con los que la misma recta 
forma ángulos rectos serán planos paralelos. Q. E. D.
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Proposición 15

Si dos rectas que se tocan son paralelas a dos rectas que se 
tocan sin estar en el mismo plano, los planos que pasan a tra

vés de ellas son paralelos.

Pues sean las rectas que se tocan AB, Br paralelas a las dos 
rectas que se tocan AE, EZ sin estar en el mismo plano.

Digo que los planos que pasan a través de AB, Br, AE, EZ, 
prolongados, no se encontrarán.

Trácese, pues, desde el punto B, BH perpendicular al plano 
que pasa a través de AE, EZ [XI 11 [, y únase con el plano en el 
punto H; trácese, por el punto H, la (recta) H0 paralela a EA y la

(recta) HK (paralela) a EZ [1 31]. Y como BH forma ángulos 
rectos con el plano que pasa a través de AE, EZ, entonces hará 
ángulos rectos con todas las rectas que la toquen y estén en el 
plano que pasa a través de AE, EZ [XI Def. 3|. Pero cada una de 
las rectas H0, HK que están en el plano que pasa a través de AE, 
EZ la tocan; luego cada uno de los ángulos BH0, BHK es recto. 
Y como BA es paralela a H0 [XI 9], entonces los ángulos HBA,
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BH0 son iguales a dos rectos [I 29]. Pero el (ángulo) BH8 es 
recto; entonces el (ángulo) HBA es también recto; luego HB for
ma ángulos rectos con BA. Por lo mismo HB forma también án
gulos rectos con Br. Pues bien, como la recta HB se ha levanta
do formando ángulos rectos con las dos rectas que se cortan 
BA, Br, entonces HB forma también ángulos rectos con el plano 
que pasa a través de BA, Br [XI 4]. Pero los planos con los que 
una misma recta forma ángulos rectos son planos paralelos [XI 
14]; luego el plano que pasa a través de AB, Br es paralelo al 
plano que pasa a través de AE, EZ.

Por consiguiente, si dos rectas que se tocan son paralelas a 
dos rectas que se tocan sin estar en el mismo plano, los planos 
que pasan a través de ellas son paralelos. Q. F. D.

Proposición 16

Si dos planos paralelos son cortados por un plano, las sec
ciones comunes son paralelas.

Sean cortados, pues, los dos planos paralelos AB, TA por el 
plano EZH0. y sean sus secciones comunes EZ, H0.

Digo que EZ es paralela a H0.
Pues, si no, EZ, H0 se encontrarán si se prolongan en la di

rección de Z, 0  o en la dirección de E, H. Prolongúense en la 
dirección de Z, © y encuéntrense, en primer lugar en el (punto)
K. Ahora bien, como EZK están en el plano AB, entonces todos 
los puntos de la (recta) EZK están en el plano AB [X 1]. Pero K 
es uno de los puntos de la recta EZK, luego K está en el plano
AB. Por lo mismo, entonces K está también en el plano TA; por 
tanto los planos AB, TA, si se prolongan, se encontrarán. Pero 
no se encuentran porque se ha supuesto que son paralelos; en
tonces las rectas EZ, H0 no se encontrarán si se prolongan en la 
dirección de Z, 0. De manera semejante demostraríamos que 
las rectas EZ, H0 tampoco se encontrarán si se prolongan en la 
dirección de E, H. Pero las (rectas) que no se encuentran en 
ninguna de las dos direcciones son paralelas. Luego EZ es pa
ralela a H0.

Por consiguiente, si dos planos paralelos son cortados por 
un plano, las secciones comunes son paralelas. Q. E. D.

Proposición 17

Si dos rectas son cortadas p or planos paralelos, serán cor
tadas en las mismas razones.

Sean cortadas, pues, las dos rectas AB, TA por los planos 
paralelos H0, KA, MN, en los puntos A, E, B, r, Z, A.

Digo que, como la recta AE es a la recta EB, así l'Z a ZA.
Trácense, pues, las (rectas) AT, BA, AA y únase AA con el 

plano KA en el punto 5 y trácense E£, £Z. Y como los dos pla
nos paralelos KA, MN son cortados por el plano EBAH, sus sec
ciones comunes E3, BA son paralelas [XI 16]. Por lo mismo, 
como los dos planos H0, KA son cortados por el plano A5Zr,
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sus secciones comunes AT, EZ son paralelas (id.]. Y puesto que 
se ha trazado la recta EE paralela a la ba, uno de los lados del 
triángulo aba, entonces, proporcionalmente, como AE es a EB,

así AE a EA [VI 2], Y puesto que se ha trazado a su vez la recta 
EZ paralela a Ar, uno de los lados del triángulo AAr, entonces, 
proporcionalmente, como AE es a EA, así rz a ZA [id.]. Pero se 
ha demostrado también que como AE es a EA, así AE a EB; lue
go, como AE es a EB, así rz a ZA [V 11].

Por consiguiente, si dos rectas son cortadas por planos pa
ralelos, serán cortadas en la misma razón. Q. E. D.

Proposición 18

Si una recta forma ángulos rectos con un plano cualquiera, 
todos los planos que pasen a través de ella formarán también 

ángulos rectos con el mismo plano.

Pues forme ángulos rectos una recta cualquiera, AB, con el 
plano de referencia.

Digo que todos los planos que pasan a través de AB forman 
también ángulos rectos con el plano de referencia.

Trácese, pues, el plano AE a través de AB y sea TE la sec
ción común del plano AE y el de referencia, tómese al azar el 
punto z en TE, y trácese, desde el punto z, la (recta) ZH for
mando ángulos rectos con TE en el plano AE [I II ]. Ahora bien, 
como AB es ortogonal al plano 
de referencia, entonces AB for
mará también ángulos rectos con 
todas las rectas que la tocan y 
están en el plano de referencia 
[XI Def. 3]; de modo que tam
bién forma ángulos rectos con 
rE; luego el ángulo ABZ es recto.
Pero el (ángulo) HZB es también recto; luego AB es paralela a 
ZH [I 28]. Pero AB forma ángulos rectos con el plano de refe
rencia; entonces ZH forma también ángulos rectos con el plano 
de referencia [XI 8], Ahora bien, un plano es ortogonal a un 
plano cuando las rectas trazadas en uno de los planos forman
do ángulos rectos con la sección común de los (dos) planos 
forman ángulos rectos con el plano restante [XI Def 4|. Y se 
ha demostrado que la (recta) ZH, trazada en uno de los planos 
AE, formando ángulos rectos con la sección común de los pla
nos TE, forma ángulos rectos con el plano de referencia; por 
tanto, el plano AE forma ángulos rectos con el de referencia. 
De manera semejante demostraríamos que todos los planos 
que pasan a través de AB forman ángulos rectos con el plano 
de referencia.

Por consiguiente, si una recta forma ángulos rectos con un 
plano cualquiera, todos los planos que pasan a través de ella 
formarán también ángulos rectos con el mismo plano. Q. E. d.
228. — 8
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Proposición 19

Si dos planos que se cortan forman ángulos rectos con un 
plano, su sección común formará también ángulos rectos con 

el mismo plano.

Pues formen los dos planos AB, B r ángulos rectos con el 
plano de referencia, y sea BA su sección común.

Digo que BA forma ángulos rectos con el plano de referen
cia.

Pues supongamos que no, y trácese desde el punto A la 
(recta) AE en el plano AB formando ángulos rectos con la (rec
ta) a a  y la (recta) AZ en el plano B r formando ángulos rectos 
con TA. Y como el plano AB es ortogonal al plano de referen
cia, y se ha trazado AE en el plano AB formando ángulos rectos

con su sección común, AA, entonces AE es ortogonal al plano 
de referencia [XI Def. 4]. De manera semejante demostraría
mos que AZ es también ortogonal al plano de referencia. En
tonces se han levantado dos rectas formando ángulos rectos 
con el plano de referencia desde el mismo punto. A, por el mis

mo lado; lo cual es imposible [XI 13]. Luego no se levantará 
(otra recta) desde el punto A formando ángulos rectos con el 
plano de referencia excepto AB, la sección común de los planos 
ab, Br.

Por consiguiente, si dos planos se cortan formando ángulos 
rectos con un plano, su sección común formará también ángu
los rectos con el mismo. Q. E. D.

Proposición 20

Si un ángulo sólido es comprendido p or tres ángulos pla
nos, dos cualesquiera, tomados juntos de cualquier manera, 
son mayores que el restante.

Sea comprendido el ángulo sólido correspondiente a A por 
los tres ángulos planos BAr, TAA, a a b .

Digo que dos cualesquiera de los ángulos BAT, t a a , a a b , 

tomados juntos de cualquier manera son mayores que el res
tante.

A

Pues bien, si los ángulos BAr, TAA, AAB son iguales entre 
sí, está claro que dos cualesquiera son mayores que el restante. 
Pero si no, sea mayor el (ángulo) BAr y constrúyase sobre la



recta AB y en su punto A el ángulo BAE igual al ángulo AAB en 
el plano que pasa a través de BAT; hágase AE igual a AA, y cor
te la (recta) BEr trazada por el punto E a las rectas AB, A r en 
los puntos B, r, y trácense AB, Ar. Ahora bien, como a a  es 
igual a AE y AB es común, dos (lados) son iguales a dos (la
dos); y el ángulo AAB es igual al ángulo BAE; entonces la base 
AB es igual a la base BE [1 4], Y como los dos (lados) BA, Ar 
son mayores que Br [I 20], de los cuales se ha demostrado que 
AB es igual a BE, entonces el restante Ar es mayor que el res
tante Er. Ahora bien, como a a  es igual a AE, y A P  es común y 
la base Ar es mayor que la base Er, entonces el ángulo AAr es 
mayor que el ángulo EAr [I 25]. Pero se ha demostrado que el 
(ángulo) AAB es igual al (ángulo) BAE; luego los (ángulos) 
AAB, AAr son mayores que el ángulo BAr. De manera semejan
te demostraríamos que también los restantes tomados juntos 
dos a dos son mayores que el restante.

Por consiguiente, si un ángulo sólido es comprendido por 
tres ángulos planos, dos cualesquiera tomados juntos de cual
quier manera son mayores que el restante. Q. E. D.
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Proposición 21

Todo ángulo sólido es comprendido p o r ángulos planos 

menores que cuatro rectos.

Sea comprendido el ángulo sólido correspondiente a A por 
los ángulos planos BAr, TAA, a a b .

Digo que los (ángulos) BAr, TAA, a a b  son menores que 
cuatro rectos.

Tómense, pues, al azar, los puntos B, r, a  en las (rectas) 
AB, Ar, AA respectivamente, y trácense Br, Ta , a b . Y como el 
ángulo sólido correspondiente a B es comprendido por los tres

ángulos planos rBA, ABA, I BA, dos cualesquiera son mayores 
que el restante [XI 20]! Luego los ángulos rBA, a b a  son mayo
res que el ángulo rBA. Por lo mismo los (ángulos) BrA, ATA 

también son mayores que el (ángulo) BTA, y los (ángulos) r'AA, 

AAB son mayores que el (ángulo) TAB; entonces los seis ángu
los TBA, ABA, BTA, ATA, Ta a , AAB son mayores que los tres 
(ángulos) TBA, BTA, TAB.
Pero los tres (ángulos) TBA,
BAr, BrA son iguales a dos 
rectos [I 32]. Luego los seis 
ángulos TBA, ABA, BTA,
ArA, TAA, a a b  son mayores 
que dos rectos. Y como los 
tres ángulos de cada uno de 
los triángulos ABr, a t a , a a b  son iguales a dos rectos, enton
ces los nueve ángulos TBA, ArB, BAr, ArA, Ta a , t a a , a a b , 

ABA, Ba a  de los tres triángulos son iguales a seis rectos, y de 
ellos los seis ángulos ABr, BrA, a t a , Ta a , a a b , a b a  son ma
yores que dos rectos; por tanto los tres (ángulos) restantes 
BAr, TAA, a a b  que comprenden el ángulo sólido son menores 
que cuatro rectos.

Por consiguiente, todo ángulo sólido es comprendido por 
ángulos planos menores que cuatro rectos. Q. E. D 54.

l i b r o  x i  2 2 9

54 Aunque Euclides enuncia esta proposición para cualquier ángulo sóli
do, sólo la prueba para el caso particular del ángulo triedro. Una interpreta
ción piadosa sería entender que la prueba de los otros casos se deja al aplicado 
lector. Heath suele dar abundantes muestras de piedad en este sentido. Una es 
la presente proposición <op. cit.. pág 310). De todos modos es la actitud her
menéutica más congruente con la dim ensión escolar y los propósitos didácti
cos que suelen atribuirse a los E lem entos.

I
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Proposición 22

Si hay tres ángulos planos, dos de los cuales tomados ju n 
tos de cualquier manera son mayores que el restante, y  los 

comprenden rectas iguales, es posible construir un triángulo a 

p artir de las (rectas) que unen (los extremos) de las rectas 

iguales.

Sean ABr, AEZ, H©K tres ángulos planos, dos de los cuales 
tomados juntos de cualquier manera son mayores que el res
tante, a saber: los (ángulos) ABr, AEZ mayores que el (ángulo)

HOK, los (ángulos) AEZ, H0K mayores que ABr y además los 
(ángulos) H0K, ABr (mayores) que AEZ. Y sean iguales las rec
tas AB, Br, AE, EZ, H0, 0K, y trácense Ar, AZ, HK.

Digo que es posible construir un triángulo a partir de (rec
tas) iguales a AT, AZ, HK, es decir, que dos cualesquiera de las 
(rectas) Ar, AZ, HK son mayores que la restante.

Pues si los ángulos ABr, AEZ, H0K son iguales entre sí, está 
claro que, siendo también iguales Ar, AZ, HK, es posible cons
truir un triángulo a partir de las (rectas) iguales a Ar, AZ, HK.

Pero si no, sean desiguales y construyase en la recta 0K y 
en su punto 0  el ángulo K0A igual al ángulo ABr, y hágase 0A 
igual a una de las (rectas) AB, Br, AE, EZ, H0, 0K, y trácense 
KA, HA. Ahora bien, puesto que los dos lados AB, Br son igua
les a los dos (lados) KO, 0A, y el ángulo correspondiente a B es
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igual al (ángulo) K0A, entonces la base Ar es igual a la base 
KA [I 4], Y como los (ángulos) ABr, H0K son mayores que el 
(ángulo) AEZ y el (ángulo) AEZ y el (ángulo) ABr es igual al (án
gulo) K0A, entonces el (ángulo) HOA es mayor que el (ángulo)

AEZ. Y como los dos (lados) H0, 0A son iguales a los dos (la
dos) AE, EZ y el (ángulo) H0A es mayor que el (ángulo) AEZ, 
entonces la base HA es mayor que la base AZ [I 24). Pero HK, 
KA son mayores que HA. Así pues, HK, KA son mucho mayores 
que az. Pero KA es igual a AP, luego Ar, HK son mayores que 
la restante AZ. De manera semejante demostraríamos que Ar, 
AZ son también mayores que HK, y además AZ, HK son mayores 
que Ar.

Por consiguiente, es posible construir un triángulo a partir 
de rectas iguales a las (rectas) Ar, AZ, HK. Q. E. D .55.

55 El texto griego da una prueba alternativa que Heiberg relega al apéndi
ce. Simson selecciona esta prueba alternativa en su edición (Edic. cit., pág. 
209). Desde el punto de vista lógico esta opción de Simson sería la preferible 
(Cf. Mupi.liír, np. cit., pág. 215), aunque parezca más alejada del presunto 
proceder de Euclidcs.
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Proposición 23

Construir un ángulo sólido a partir de tres ángulos planos, 
dos de los cuales tomados juntos de cualquier manera son ma
yores que el restante; entonces, es necesario que los tres ángu
los sean menores que cuatro rectos.

Sean ABr, AEZ, HK0 los tres ángulos planos dados, dos de 
los cuales tomados juntos de cualquier manera son mayores 
que el restante, siendo los tres además menores que cuatro 
rectos.

Así pues hay que construir un ángulo sólido a partir de (án
gulos) iguales a ABr, AEZ, H0K.

Tómense las (rectas) iguales AB, Br, AE, EZ, H0, ©K, y trá
cense Ar, AZ, HK [XI 22], Entonces es posible construir un 
triángulo a partir de rectas iguales a AF, AZ, HK [XI 22], 
Construyase y sea AMN, de modo que Ar sea igual a AM, AZ a 
MN y además HK a NA, y circunscríbase en tomo al triángulo 
AMN el círculo AMN, tómese su centro y sea E y trácense AE, 
ME, NS.

Digo que AB es mayor que AE. Pues, si no, o AB es igual a 
AE o es menor. En primer lugar sea igual. Y como AB es igual 
a AE, mientras que AB es igual a BE y EA a EM, entonces los 
dos (lados) AB, Br son iguales respectivamente a los dos (la
dos) AE, EM; y se ha supuesto que la base Ar es igual a la

B E e
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base AM; luego el (ángulo) ABE es igual al ángulo AEM [1 8], 

Por la misma razón el (ángulo) AEZ es igual al (ángulo) MSN y 
además el (ángulo) H0K (es igual) al (ángulo) n e a , luego los 
tres ángulos A B r, AEZ, H0K son iguales a los tres ángulos 
AEM, MEN, NEA. Pero los tres (ángulos) aEM, MEN, NEA son 
iguales a cuatro rectos, entonces los tres (ángulos) A B r, AEZ, 
H6K son iguales a cuatro rectos. Pero se ha supuesto que son 
menores que cuatro rectos; lo cual es absurdo. Luego AB no 
es igual a AE.

Digo además que AB tampoco es menor que a s .
Porque si fuera posible sea así y hágase EO igual a AB, Eíl 

igual a Br y trácese o n . Ahora bien, como ab es igual a Br, 
EO es igual a En; de modo que la (recta) restante AO es igual a 
riM. Entonces AM es paralela a o n  [VI 2] y AME, o n s  son 
equiangulares [I 29J; luego, como SA es a a m , así EO a o n  
[VI 4]; y por alternancia, como AE es a EO, así AM a o n  [V
16]. Pero ae  es mayor que SO; entonces am  es mayor que o n . 
Pero am  se ha hecho igual a Ar; luego AT es también mayor 
que o n . Pues bien, como los dos (lados) AB, Br son iguales a

los dos (lados) OE, En, y la base A r es mayor que la base o n , 
entonces el (ángulo) ABr es mayor que el (ángulo) OEn [I 
25]. De manera semejante demostraríamos que el (ángulo) 
AEZ es también mayor que el (ángulo) MEN y el (ángulo) HOK

I
1

I
1
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(mayor) que el (ángulo) NEA. Por tanto, los tres ángulos ABr, 
AEZ, H0K son mayores que los tres (ángulos) A5M, MEN, NEA. 
Pero se ha supuesto que los (ángulos) A Br, AEZ, H0K son me
nores que cuatro rectos; entonces los (ángulos) aem, MEN, 
NEA son mucho menores que cuatro rectos. Pero también 
iguales, lo cual es absurdo. Luego AB no es menor que AE. 
Pero se ha demostrado que tampoco es igual; por tanto AB es 
mayor que AE.

Levántese desde el punto E la (recta) EP formando ángulos 
rectos con el plano del círculo AMN (XI 12|; y sea el cuadrado 
de EP igual al (área) en la que el cuadrado de AB es mayor que 
el cuadrado de AE |Lema(, y trácense PA, PM, PN. Ahora bien, 
como PE forma ángulos rectos con el plano del círculo AMN, 
entonces PE forma también ángulos rectos con cada una de las 
(rectas) AE, ME, NE. Y como AE es igual a EM y EP es común y 
forma ángulos rectos, entonces la base PA es igual a la base PM 
[I 4|. Por lo mismo PN es igual a cada una de las (rectas) PA, 
PM; entonces las tres (rectas) PA, PM, PN son iguales entre sí. Y 
como se ha supuesto que el (cuadrado) de EP es igual al (área) 
en la que el (cuadrado) de AB es mayor que el (cuadrado) de 
AE, entonces el (cuadrado) de AB es igual a los (cuadrados) 
de ,\E, EP. Pero el (cuadrado) de AP es igual a los (cuadrados) de 
AE, EP: porque el (ángulo) AEP es recto (I 471; entonces el (cua
drado) de AB es igual al (cuadrado) de P.\; luego AB es igual a 
P\. Pero cada una de las (rectas) BE. AE, EZ, H0, 0K es igual 
a AB. y cada una de las (rectas) pm, PN es igual a Pa; enton
ces cada una de las (rectas) AB, BE. AE. EZ. H0, 0K es igual a 
cada una de las (rectas) pa, PM, PN. Ahora bien, como los 
dos (lados) AP, PM son iguales a los dos (lados) AB, BE y se 
ha supuesto que la base AM es igual a la base AE, entonces el 
ángulo APM es igual al ángulo ABE |1 8|. Por lo mismo, el 
(ángulo) MPN es igual al (ángulo) AEZ y el (ángulo) apn al (án
gulo) H0K.

Por consiguiente, a partir de los tres ángulos planos APM, 
MPN, APN que son iguales a los tres dados ABr, AEZ, H0K, se ha 
construido el ángulo sólido correspondiente a P comprendido 
por los ángulos APM, MPN, apn. Q. E. F.56.

Lema:
Demostraríamos como sigue de qué manera se puede tomar 

el cuadrado de EP igual al área en la que el cuadrado de AB es 
mayor que el cuadrado de AE:

Pónganse las rectas AB, AE, y sea AB mayor, y descríbase 
sobre ella el semicírculo ABr, y adáptese al semicírculo ABr la 
(recta) Ar igual a la recta AE que no 
sea mayor que el diámetro AB (IV 11; y 
trácese EB. Así pues, como AEB es un 
ángulo en el semicírculo AEB, entonces 
el (ángulo) ArB es recto (III 31]. Lue
go el cuadrado de AB es igual a los cuadrados de Ar, EB [I 47], 
De modo que el cuadrado de AB es mayor que el cuadrado de 
Ar en el cuadrado de TB. Pero Ar es igual a AE. Luego el cua
drado de ab es mayor que el cuadrado de AE en el cuadrado de 
EB. Pues bien, si tomamos la (recta) EP igual a BE, el cuadrado 
de AB es mayor que el cuadrado de AE en el cuadrado de EP. 
Que es lo que se ha propuesto hacer.

'<> E lid idos, com o de costum bre, presenta la prueba para un sólo caso, 
aquel en que =. el centro del círculo que circunscribe al triángulo HAN, cae 
dentro del triángulo. La prueba de los otros dos casos aparece en el texto grie
go detrás de la cláusula h ó p er  éde i p o iésa i. Esta posición hace suponer que las 
pruebas no son de Euclides sino que se trata de una interpolación (Cf. H eath , 

op. cit., III-, pág. 319). Al final del lema aparece la insólita cláusula h ó p er  
pro éke ito  po iésa i, en vez de la habitual h óper éd e i poiésai.
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Proposición 24

Si un sólido es comprendido por planos paralelos, sus pla
nos opuestos son iguales y parale lo gramos.

Sea comprendido ei sólido r¿6H por los planos paralelos 
Ar, HZ, A©, AZ, BZ, AE.

Digo que sus planos opuestos son iguales y paralelogra- 
mos.

Pues como los dos planos paralelos BH, TE se cortan por el 
plano Ar, sus secciones comunes son paralelas [XI 16]. Enton
ces AB es paralela a Ar. Como los dos planos paralelos BZ, AE 
se cortan a su vez por el plano Ar, sus secciones comunes son

paralelas [XI 16]. Entonces Br es paralela a AA. Pero se ha de
mostrado que AB es paralela a Ar; luego Ar es un paralelogra- 
mo. De manera semejante demostraríamos que cada uno de los 
(planos) az, ZH, HB, BZ, AE es un paralelogramo.

Trácense las (rectas) A©, AZ. Y como AB es paralela a Ar y 
B© a rz, entonces las dos rectas que se tocan AB, B© son para
lelas a las dos rectas que se tocan Ar, rz sin estar en el mismo 
plano. Luego comprenderán ángulos iguales [XI 10]. Por tanto 
el ángulo AB© es igual al (ángulo) Arz. Y como los dos (lados)

AB, B© son iguales a los dos (lados) Ar, rz  (I 34), y el (ángulo) 
AB© es igual al ángulo APZ, entonces la base A© es igual a la 
base AZ, y el triángulo AB© es igual al triángulo Arz [I 4). Aho
ra bien, el paralelogramo BH es el doble del (triángulo) AB© y 
el paralelogramo TE es doble del (triángulo) Arz [I 34]; lue
go el paralelogramo BH es igual al paralelogramo TE. De ma
nera semejante demostraríamos que el (paralelogramo) A f es 
igual al (paralelogramo) HZ y el (paralelogramo) AE al (para
lelogramo) BZ.

Por consiguiente, si un sólido es comprendido por planos 
paralelos, sus planos opuestos son iguales y paralelogramos. 
Q E. D v .
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Proposición 25

Si un sólido paralelepípedo 57 58 es cortado por un plano que 
sea paralelo a los planos opuestos, entonces, como la base es 
a la base, así será el sólido al sólido.

Sea cortado, pues, el sólido paralelepípedo ABrA por el pla
no ZH que es paralelo a los planos opuestos pa . a©.

57 Como señala Heiberg, el enunciado de esta proposición es defectuoso, 
pues no dice expresamente que el cuerpo que se considera está limitado sólo 
por seis planos. Un enunciado más correcto sería: «Si un sólido esiá compren
dido por seis planos paralelos dos a dos, las caras opuestas son paralelogramos 
respectivamente iguales y semejantes.»

Simson añade «semejantes» porque esta condición es necesaria para que, 
en la proposición siguiente, la igualdad de tos paralelepípedos se pruebe a par
tir de la def. 10 del libro XI.

58 El adjetivo parallélepípedos aparece por primera vez aquí sin ninguna 
explicación o definición como sucedía con el término parallelógramon. 
Aunque significa «de planos paralelos», se aplica específicamente a los sóli
dos que son comprendidos por seis planos paralelos dos a dos.
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Digo que como la base AEZ<t> es a la base E©rz, así el sóli
do ABZY es al sólido EHTa.

Pues prolónguese a© por cada lado y hágase un número 
cualquiera de (rectas) AK, KA iguales a AE, y un número cual
quiera de (rectas) ©M, MN iguales a E©, y complétense los pa- 
ralelogramos ao, K<t>, ©X, MI y los sólidos Afl, KP, am, MT.

Ahora bien, como las rectas AK, KA, AE son iguales entre sí, los 
paralelogramos AO, Kd>, AZ son también iguales entre sí, y KE, 
KB, AH (son iguales) entre sí y además A't', KM, AP (son igua
les) entre sí: porque son opuestos |X1 24).

Por la misma razón, los paralelogramos Eí\ ©X, MI son 
también iguales entre sí, y los (paralelogramos) ©H, 01, 1N 
son también iguales entre sí, y además los (paralelogramos) 
A«, MU, NT son iguales entre sí; entonces, en los sólidos AD, 
KP, AY tres planos son iguales a tres planos. Y los tres planos 
son iguales a los tres opuestos. Luego los tres sólidos An, KP, 
AY son iguales entre sí.

Las caras opuestas en cada grupo de sólidos en esta proposición no sólo 
son iguales sino también semejantes. Eucltdes infiere la igualdad de los sóli
dos a partir de Xt Def. 10. Según explicamos en la nota 47. esla definición es 
válida sólo en el caso de que los ángulos sólidos no estén comprendidos por 
más de tres ángulos planos.

Por lo mismo, los tres solidos EA, AM, MT son iguales entre 
sí; así pues, cuantas veces la base AZ es múltiplo de la base a z , 
tantas es múltiplo el sólido AY del sólido a y .

Por lo mismo, cuantas veces la base NZ es múltiplo de la 
base Z0, tantas es múltiplo el sólido NY del sólido ©Y. Y si la 
base AZ es igual a la base NZ, el sólido AY es igual al sólido 
NY, y si la base AZ excede a la base NZ, el sólido AY excede al 
sólido NY, y si (uno) es deficiente el (otro) es deficiente. Por 
tanto, habiendo cuatro magnitudes, a saber; las dos bases AZ, 
Z0 y los dos sólidos ay, y©, se han tomado como equimúlti
plos de la base AZ y del sólido ay, la base AZ y el sólido AY, y 
de la base ©Z y el sólido ©Y, la base NZ y el sólido NY, y se ha 
demostrado que si la base AZ excede a la base ZN, el sólido AY 
excede también al sólido NY, y si es igual, es igual y si es defi
ciente, es deficiente.

Por consiguiente, como la base AZ es a la base ze, así el 
sólido AY al sólido Y©. Q. E. D.

Proposición 26

Construir un ángulo sólido igual a un ángulo sólido dado 
sobre una recta dada y en uno de sus puntos.

Sea AB la recta dada y A el punto dado en ella y sea el (án
gulo) correspondiente a A el ángulo dado, comprendido por los 
ángulos planos EAT, EAZ, ZAr.

Así pues, hay que construir un ángulo sólido igual al ángu
lo sólido correspondiente a a sobre la recta AB y en su punto A.

Tómese al azar un punto z  en la (recta) AZ; trácese ZH des
de el (punto) Z perpendicular al plano que pasa por EA, AE IX! 
111, y únase con el plano en el (punto) H; trácese AH y constru
yase sobre la recta AB y en su punto A el (ángulo) BAA igual al
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ángulo EAr, y el (ángulo) BAK igual al ángulo EAH [I 231; hága
se AK igual a ah y levántese desde el punto K la (recta) K0 for
mando ángulos rectos con el plano que pasa por BAA [XI 12]; 
hágase KG igual a HZ y trácese GA.

Digo que el ángulo sólido correspondiente a A, compren
dido por los ángulos BAA, BAG, Gaa es igual al ángulo sólido 
correspondiente a a, comprendido por los ángulos EAr, EAZ, 

ZAr.
Pues tómense las (rectas) iguales AB, AE y trácense GB, KB, 

ZE, HE. Y como ZH es ortogonal al plano de referencia, enton
ces hará ángulos rectos con todas las (rectas) que la tocan y es
tán en el plano de referencia [XI Def. 3]; luego cada uno de los 
ángulos ZHA, ZHE es recto. Por lo mismo, cada uno de los ángu
los GKA, QKB es también recto. Y como los dos (lados) KA, AB 
son iguales respectivamente a los dos (lados) HA, AE y com
prenden ángulos iguales, entonces la base KB es igual a la base 
HE [I 4], Pero KG es igual a HZ; y comprenden ángulos rectos; 
entonces también GB es igual a ZE [I 4]. Como los dos (lados) 
AK, KG son a su vez iguales a los dos (lados) AH, HZ y com
prenden ángulos rectos, entonces la base AG es igual a la base 
ZA [14], Pero AB es igual también a AE; entonces los dos (lados) 
GA, AB son iguales a los dos (lados) AZ, AE. Y la base GB es 
igual a la base ZE; luego el ángulo BAG es igual al ángulo EAZ [I

8|. Por lo mismo, el (ángulo) gaa es también igual al (ángulo) 
ZAr. Y el (ángulo) baa es también igual al (ángulo) EAr.

Por consiguiente, se ha construido (un ángulo sólido) igual 
ai ángulo sólido dado correspondiente a A, sobre la recta dada 
AB y en su punto dado A. Q. E. F.

Proposición 27

Trazar sobre una recia dada un sólido paralelepípedo se
mejante y situado de manera semejante a un sólido paralelepí
pedo dado.

Sea AB la recta dada y TA el sólido paralelepípedo dado.
Así pues, hay que trazar sobre la recta dada AB un sólido 

paralelepípedo semejante y situado de manera semejante al só
lido paralelepípedo dado TA.

Construyase, pues, en la recta AB y en su punto A un (ángu
lo) igual al ángulo sólido correspondiente a r  comprendido por 
los (ángulos) BAG, GAK, KAB, de modo que el (ángulo) BAG

sea igual al ángulo Erz, el (ángulo) BAK al (ángulo) ErH y el 
(ángulo) KAG al (ángulo) H rz; y hágase de forma que, como Er 
es a TH, así BA a AK, y como Hr es a r z ,  así KA a AG [VI 12],
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Luego, por igualdad, como Er es a rz, así ba  a A© [V 22], 
Complétese el paralelogramo ©B y el sólido a a .

Y dado que, como Er es a TH, así BA a AK, y los lados que 
comprenden los ángulos iguales ErH, BAK son proporcionales, 
entonces el paralelogramo HE es semejante al paralelogramo 
KB. Por lo mismo, el paralelogramo K0 es semejante al parale
logramo HZ y ZE a ©B; luego tres paralelogramos del sólido TA 
son semejantes a tres paralelogramos del sólido AA. Pero los 
tres primeros son iguales y semejantes a los tres opuestos y 
los otros tres son también iguales y semejantes a los tres 
opuestos; luego el solido entero FA es semejante al sólido en
tero AA [XI Def. 9).

Por consiguiente, se ha trazado sobre la recta dada AB el 
sólido paralelepípedo AA semejante y situado de manera seme
jante al dado TA. Q. E. F.

Proposición 28

Si un sólido paralelepípedo es corlado por un plano según 
las diagonales de los planos opuestos, el sólido será dividido 
en dos partes iguales por el plano.

Córtese, pues, el sólido paralelepípedo AB por el plano 
TAEZ según las diagonales rz, AE de sus planos opuestos.

Digo que el sólido AB será 
dividido en dos partes iguales 
por el plano TAEZ.

Pues como el triángulo THZ 
es igual al triángulo TZB [I 34] 
y el (triángulo) AAE al AE©, 
mientras que el paralelogramo 
TA es también igual al (parale

logramo) EB: porque son opuestos; y HE (es igual) a r e ,  enton
ces el prisma comprendido por los dos triángulos THZ, AAE y 
los tres paralelogramos HE, Ar, TE es también igual al prisma 
comprendido por los dos triángulos rZB, AE© y los tres parale
logramos r©, BE, TE: porque son comprendidos por planos 
iguales en número y tamaño. De modo que el sólido entero AB 
ha sido dividido en dos partes iguales por el plano TAEZ. 
Q. E. D *>.

Proposición 29

Los sólidos paralelepípedos que están sobre la misma base 
y tienen la misma altura, y en los que (los extremos superio
res) de las aristas laterales están en las mismas rectas son 
iguales entre sz'59 60.

Estén sobre la misma base AB y tengan la misma altura los 
sólidos paralelepípedos TM, PN en los que (los extremos de) las

59 Simson observa que se debería haber probado que las diagonales de dos 
caras opuestas cslán en un plano antes de decir que se trace el plano que pasa a 
través de ellas Pero hay una dificultad más importante que parece haberle pa
sado desapercibida. Euclides presenta dos prismas comprendidos por caras 
iguales (de hecho son iguales y semejantes) e infiere directamente que los pris
mas son iguales. Pero no son iguales en el sentido en que se ha empleado el 
término hasta ahora, es decir en el de que pueden ser aplicados uno a otro. No 
pueden ser aplicados así porque las caras, aunque son iguales respectivamente, 
no están situadas de manera semejante; en consecuencia los prismas son simé
tricos y debe ser probado que, aunque no son iguales y semejantes, son equi
valentes, como ha sugerido Legendre (Cf. H e a t h , op. cif., til, págs. 331-33).

60 Hat ephestósai o hai ephestékyiai quiere decir literalmente «las (rectas) 
levantadas». Mugler traduce fop. cit., pág. 210) por «aristas laterales», pero 
en este contexto, habría que aclarar que se trata de los extremos o vértices de 
tales aristas.
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aristas laterales AH, AZ, AM, AN, LA, TE, Be, BK están en las 
mismas rectas ZN, AK.

Digo que el sólido TM es igual al sólido TN.
Pues como cada una de las (figuras) r e ,  TK es un paralelo- 

gramo, TB es igual a cada una de las (rectas) Ae, EK [I 34]; de 
modo que A6 es igual a EK. Quítese de ambas E©;-entonces la 
(recta) restante AE es igual a la (recta) restante 6K. De modo

que el triángulo ArE es también igual al triángulo eBK [I 8, 4] 
y el paralelogramo ah al paralelogramo ©N [I 36]. Por lo mismo, 
el triángulo AZH es también igual al triángulo MAN. Pero el pa
ralelogramo rz es también igual al paralelogramo BM y el 
(paralelogramo) TH al (paralelogramo) BN: porque son opues
tos. Luego el prisma comprendido por los dos triángulos a zh , 
ArE y los tres paralelogramos AA, AH, TH es igual al prisma 
comprendido por los dos triángulos MAN, ©BK y los tres para
lelogramos BM, ©N, BN. Añádase a uno y otro el sólido cuya 
base es el paralelogramo AB y su (plano) opuesto HE©M; en
tonces el sólido paralelepípedo entero TM es igual al sólido pa
ralelepípedo entero TN.

Por consiguiente, los sólidos paralelepípedos que están so
bre la misma base y tienen la misma altura y en los que (los 
extremos superiores) de las aristas laterales están en las mis
mas rectas son iguales entre sí. Q. E. D.
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Proposición 30

Los sólidos paralelepípedos que están sobre la misma base 
y tienen la misma altura y en los que (los extremos superiores 
de) las aristas laterales no están en las mismas rectas son 
iguales entre sí.

Estén sobre la misma base, AB, y tengan la misma altura 
los sólidos paralelepípedos TM, TN en los que (los extremos su
periores de) las aristas laterales AZ, AH, AM, AN, PA, TE, B0, BK 
no están en las misma rectas.

Digo que el sólido TM es igual al sólido TN.
Prolónguense NK, A© y únanse en P y además prolónguense 

ZM, HE hasta O, n, y trácense AE, AO, rn , BP. Entonces el sóli
do TM cuya base es el paralelogramo ATBA y su (plano) opues
to ZA0M es igual al sólido ro  cuya base es el paralelogramo 
ArBA y su (plano) opuesto ErtPO: porque están sobre la misma 
base ABrA y tienen la misma altura y (los extremos superiores 
de) las aristas laterales AZ, ae, am, ao, TA, rn , B0, BP están en



las mismas rectas ZO, AP [XI 29]. Pero el sólido ro cuya base 
es el paralelogramo ArBA y su (plano) opuesto EnPO es igual 
al sólido a n  «cuya base es el paralelogramo A rBA y su (plano) 
opuesto HEKN: porque a su vez está sobre la misma base ArBA 

y tiene la misma altura y (los extremos superiores de) sus aris
tas laterales a h , a h , t e , rn , a n , a o , b k , b p  están en las mis
mas rectas Hn, NP. De modo que el sólido TM es también igual 
al sólido TN.

Por consiguiente, los sólidos paralelepípedos que están so
bre la misma base y tienen la misma altura y en los que (los 
extremos superiores de) las aristas laterales no están en las 
mismas rectas son iguales. Q. E D.
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Los Sólidos paralelepípedos que están sobre la misma base 
v tienen la misma aliara san i^tades entre sí,

Estén los sólidos paralelepípedos AE, r z  sobre las bases 
iguales AB, Ta, y tengan la misma altura.

Digo que el sólido AE es igual al sólido rz.
Formen ángulos rectos, en primer lugar, las aristas laterales 

(-)K, BE, AH, am, on, AZ, LE, PE con las bases AB, ta y sea PT el 
resultado de prolongar en línea recta la recta rp, y construyase 
en la recta PT y en su punto P el (ángulo) TPY igual al (ángulo) 
a a b  [I 23]: hágase PT igual a aa y PY igual a AB y complétese 
la base PX y el sólido H'Y. Pues bien, como las dos (rectas) TP, 
PY son iguales a las dos (rectas) AA, AB y comprenden ángulos 
iguales, entonces el paralelogramo PX es igual y semejante al 
paralelogramo 0A. Y como AA es a su vez igual a PT y AM a 
Pl. y comprenden ángulos rectos, entonces el paralelogramo

PT es igual y semejante al paralelogramo AM. Por lo mismo, el 
(paralelogramo) AE es igual y semejante al (paralelogramo) EY;

LIBRO x t 2 4 7

luego tres paralelogramos del sólido AE son iguales y semejan
tes a tres paralelogramos del sólido *PY. Pero los tres primeros 
son iguales y semejantes a los tres opuestos y los otros tres a 
los tres opuestos [XI 24]; luego el sólido paralelepípedo entero 
AE es igual al sólido paralelepípedo entero TY [XI Def. 10]. 
Trácense AP, XY y encuéntrense en el (punto) í í ,  y a través de 
T, trácese ,aT ?\ paralela a Aíi, y prolongúese OA hasta ,a , y
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complétense los sólidos liT, Pl. Entonces el sólido Yít cuya 
base es el paralelogramo P'P y su (cara) opuesta íK; es igual al 
sólido TY cuya base es el paralelogramo P'P y su (cara) opues
ta YO: porque están sobre la misma base P'P y tienen la misma 
altura y (los extremos superiores de) sus aristas laterales PQ, 
PY, T^, TX, Zq, Eó, 'P9, 'PO están sobre las mismas rectas nx, 
q<t> [XI 29], Pero el sólido 'PY es igual al sólido AE. Luego el 
sólido *PQ es también igual al sólido AE. Ahora bien, como el 
paralelogramo PYXT es igual al paralelogramo £1T -porque es
tán sobre la misma base, PT, y entre las mismas paralelas PT, 
nx [I 35]- mientras que el (paralelogramo) PYXT es igual al 
(paralelogramo) TA -porque es igual también a AB-, entonces 
el (paralelogramo) íJT es también igual al (paralelogramo) TA. 
Pero AT es otro (paralelogramo); luego, como la base r& es a 
AT, así ílT a AT [V 7], Ahora bien, puesto que el sólido parale
lepípedo n  ha sido cortado por el plano PZ, que es paralelo a 
los planos opuestos, como la base VA es a la base AT, así el só
lido rz  al sólido Pl [XI 25], Por lo mismo, puesto que el sólido 
paralelepípedo ni ha sido cortado por el plano P'P que es para
lelo a los planos opuestos, como la base ílT es a la base TA, así 
el sólido íi'P al (sólido) Pl [XI 25], Pero como la base TA es a la 
base AT, así ílT a AT; entonces, como el sólido rz  es al sólido 
Pl, así el sólido Q'P al sólido Pl [V 11], Luego cada uno de los 
sólidos rz, £14* guarda la misma razón con Pl; así pues, el sóli
do rz es igual al sólido AY [V 9], Pero se ha demostrado que 
n*P es igual a AE; por tanto, AE es también igual a rz.

Ahora no formen ángulos rectos las aristas laterales AH, 
0K, BE, AM, TN, on, AZ, P l con las bases AB, TA.

Digo una vez más que el sólido AE es igual al sólido rz.
Pues trácense desde los puntos K, E, H, M, n, Z, N, E hasta el 

plano de referencia las perpendiculares KE, ET, HY, M<t>, nx, 
Z*P, N£2, El, y únanse con el plano en los puntos E, T, Y, <t>, x, 'P, 
n, I, y trácense ET, EY, Y<t>, T'P, xn, ni, I'P. Entonces el sólido

K<1> es igual al sólido ni: porque están sobre las bases iguales 
KM, n i  y tienen la misma altura y sus aristas laterales forman 
ángulos rectos con las bases [I* parte de la proposición], Pero

el sólido K<t> es igual al sólido AE, y el (sólido) m  al (sólido) 
TZ: porque están sobre la misma base y tienen la misma altura 
y (los extremos superiores de) sus aristas laterales no están so
bre las mismas rectas [XI 30]. Luego el sólido AE es igual al 
sólido TZ.

Por consiguiente, los sólidos paralelogramos que están so
bre bases iguales y tienen la misma altura son iguales entre sí. 
Q. E D.

Proposición 32

Los sólidos paralelepípedos que tienen la misma altura son 
entre sí como sus bases.

Tengan la misma altura los sólidos paralelepípedos AB, TA.
Digo que los sólidos paralelepípedos AB, TA son entre sí 

como sus bases, es decir que como la base AE es a la base rz, 
así el sólido AB al sólido TA.
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Apliqúese, pues, a la (recta) ZH el (paralelogramo) Z© igual 
a AE [I 45], y a partir de la base Z© y de la misma altura que la 
de TA, complétese el sólido paralelepípedo HK. Entonces el só
lido AB es igual al sólido HK: porque están sobre bases iguales

AE, Z© y (tienen) la misma altura [XI 31 ]. Y puesto que el sóli
do paralelepípedo TK ha sido cortado por el plano AH que es 
paralelo a los planos opuestos, entonces, como la base rz es a 
la base Z©, así el sólido TA al sólido a© (XI 25], Pero la base 
Z© es igual a la base AE y el sólido HK al sólido AB; luego, 
como la base AE es a la base rz, así el sólido AB al sólido TA.

Por consiguiente, los solidos paralelepípedos que tienen la 
misma altura son entre sí como sus bases. Q. E. D.

PR O PO SIC IO N  3 3

l.os sólidos paralelepípedos semejantes guardan entre sí 
una razón triplicada de la de sus lados correspondientes.

Sean AB, TA sólidos paralelepípedos semejantes y sea el 
(lado) AE correspondiente al (lado) TZ.

Digo que el sólido AB guarda con el sólido TA una razón 
triplicada de la que el (lado) AE (guarda con) el (lado) rz.

Sean EK, EA, EM el resultado de prolongar en línea recta las 
(rectas) AE. HE, 0E: hágase EK igual a rz, EA igual a ZN, y ade

más EM igual a ZP; y complétense el paralelogramo KA y el só
lido KO.

Ahora bien, como los dos (lados) KE, EA son iguales a los 
dos (lados) rz, ZN, mientras que el ángulo KEA es igual al án
gulo TZN: porque también el (ángulo) AEH 
es igual al (ángulo) TZN por la semejanza 
de los sólidos AB, TA; entonces el paralelo- 
gramo KA es igual al paralelogramo PN.
Por lo mismo el paralelogramo KM es tam
bién igual y semejante al (paralelogramo)
TP y además el (paralelogramo) EO al AZ; 
luego tres paralelogramos del sólido KO son iguales y seme
jantes a tres paralelogramos del sólido TA. Pero los tres pri
meros son iguales y semejantes a sus tres opuestos y los otros 
tres a sus opuestos [XI 24]; luego el sólido entero KO es igual 
y semejante al sólido entero TA [XI Def. 10], Complétese el

r Z

/ /
N

/ /

paralelogramo HK y, tomando, como bases los paralelogramos 
HK, KA y con la misma altura que la de AB, complétense los 
sólidos.E5, An. Y puesto que, por la semejanza de los sólidos
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a b , TA, como a e  es a rz, así EH a ZN y E6 a ZP, mientras que 
rz es igual a EK, ZN a ea y ZP a EM, entonces, como AE es a 
EK, así HE a EA y 0E a EM. Pero como AE es a EK, así el (para- 
lelogramo) AH al paralelogramo HK, mientras que, como HE 
es a EA, así HK a KA, y como 0E es a EM, así riE a KM [VI 1|; 
luego también, como el (paralelogramo) ah  es al HK, así el 
(paralelogramo) HK al (paralelogramo) KA y el (paralelogra
mo) nE al (paralelogramo) KM. Pero como el (paralelogramo) 
AH es al (paralelogramo) HK, así el sólido AB al sólido EE, 
mientras que, como el (paralelogramo) HK es al (paralelogra
mo) KA, así el sólido EE al sólido rtA, y como el (paralelo- 
gramo) nE es al (paralelogramo) KM, así el sólido riA al sóli
do KO [XI 32]; luego, como el sólido AB es al sólido EE, así 
el (sólido) EE al (sólido) riA y el (sólido) riA al (sólido) KO. 
Pero si cuatro magnitudes están en proporción continua, la 
primera guarda con la cuarta una razón triplicada de la que 
(guarda) con la segunda [V Def. 10]; luego el sólido AB guar
da con el sólido KO una razón triplicada de la que ab guarda 
con EE. Pero como el (sólido) AB es al (sólido) EE, así el pa
ralelogramo AH al (paralelogramo) HK y la recta AE a la recta 
EK [VI 1]; de modo que el sólido AB guarda con el sólido KO 
una razón triplicada de la que AE guarda con EK. Ahora bien, 
el sólido KO es igual al sólido TA, y la recta EK a la (recta) rz; 
por tanto, el sólido AB guarda con el sólido TA una razón tri
plicada de la que su lado correspondiente AE guarda con el 
lado correspondiente rz.

Por consiguiente, los sólidos paralelepípedos semejantes 
guardan entre sí una razón triplicada de la de sus lados corres
pondientes. Q. E. D.

Porisma:
A partir de esto queda claro que, si cuatro rectas son (conti

nuamente) proporcionales, como la primera es a la cuarta, así 
el sólido paralelepípedo (construido) a partir de la primera al

semejante y construido de manera semejante sobre la segunda, 
porque también la primera guarda con la cuarta una razón tri
plicada de la que (guarda) con la segunda61.

Proposición 34

Las bases de los sólidos paralelepípedos iguales están in
versamente relacionadas con las alturas, y aquellos sólidos 
paralelepípedos cuyas bases están inversamente relacionadas 
con sus alturas son iguales.

Sean AB, TA sólidos paralelepípedos iguales.
Digo que las bases de los sólidos paralelepípedos AB, l~A 

están inversamente relacionadas con sus alturas, (es decir que)

como la base E0 es a la base Nn, así la altura del sólido ta a la 
altura del sólido AB.

61 Heiberg duda de la autenticidad del porisma. Por otra parte, Simson 
añade un teorema muy útil que esperaríamos encontrar en este lugar por analo
gía con VI 23 -en relación con VI 19-20—: «Los paralelepípedos contenidos 
por paralelogramos respectivamente equiángulos, esto es cuyos ángulos sólidos 
son entre sí iguales, están uno a otro en la razón compuesta de las razones de 
sus lados» (Cf. S i m s o n , op. cit.. pág. 232, prop. D).±
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Formen, pues, en primer lugar, ángulos rectos con sus ba
ses las aristas laterales AH, EZ, AB, 0K, TM, NS, OA, nP.

Digo que como la base E0 es a ia base Nn, así TM a AH.
Así pues, si la base E0 es igual a la base Nn y el sólido AB 

es igual al sólido TA, TM será también igual a AH: porque los 
sólidos paralelepípedos que tienen la misma altura son entre sí 
como sus bases [XI 32). Y como la base E0 es a la (base) Nn, 
así TM a AH, y está claro que las bases de los sólidos paralelepí
pedos AB, TA están inversamente relacionadas con sus alturas.

Ahora no sea igual la base E0 a la base Nn, sino que es ma
yor E0. Pero el sólido AB es igual al sólido la, entonces rM es 
también mayor que AH. Así pues, hágase rT igual a AH y com
plétese, sobre la base Nn y con la altura r r , el sólido paralele
pípedo <J>r. Y como el sólido AB es igual al sólido TA y el (sóli
do) I«t> está fuera y las (magnitudes) iguales guardan la misma 
razón con una misma (magnitud) [V 7], entonces, como el só
lido AB es al sólido r<t>, así el sólido TA al sólido r<l>. Pero 
como el sólido AB es al sólido r<t>, así la base E0 a la base Nn: 
porque los sólidos AB, r<t> son de la misma altura [XI 32]; pero 
como el sólido Ta es al sólido nt>, así la base Mn a la base Tn 
[XI 25] y r M a r r  [VI IJ; luego como la base E0 es a la base 
Nn, así Mr a rr. Pero r r  es igual a AH; entonces, como la 
base E0 es a la Dase Nn, así Mr a AH. Luego las bases de los 
sólidos paralelepípedos AB. TA están inversamente relaciona
das con las alturas.

Estén, ahora, las bases de los sólidos paralelepípedos AB, 
TA inversamente relacionadas con sus alturas, (es decir que) 
como la base E0 es a la base Nn, así la altura del sólido TA a la 
altura del sólido AB.

Digo que el sólido AB es igual al sólido TA.
Formen, a su vez, las aristas laterales ángulos rectos con 

las bases. Y si la base E0 es igual a la base Nfl, y como la base 
E0 es a la base Nfl, así la altura del sólido Ta a la altura del só
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lido AB, entonces la altura del sólido TA es igual a la altura del 
sólido AB. Pero los sólidos paralelepípedos que están sobre ba
ses iguales y tienen la misma altura son iguales entre sí [XI 
31]: luego el sólido AB es igual al sólido TA.

Ahora no sea la base E0 igual a la base Nfl, sino que E6 sea 
mayor. Entonces la altura del sólido TA es también mayor que 
la altura del sólido AB, es decir EM (mayor) que AH. Hágase de 
nuevo rT igual a AH, y complétese de manera semejante el só
lido PJ>. Y puesto que, como la base E0 es a la base Nfl, así Mr 
a AH, y AH es igual a rT, entonces, como la base E0 es a la 
base Nn, así tm a r r .  Pero como la (base) E0 es a la base Nn, 
así el sólido AB al sólido r<t>: porque los sólidos AB, nt> son de 
la misma altura [XI 32]. Y como TM es a rT, así la base Mn 
a la base nT [ VI 1 ] y el sólido TA al sólido r<t>; y como el só
lido AB es al sólido r<t>, así el sólido Ta al sólido r<l>; luego 
cada uno de los (sólidos) AB, TA guarda la misma razón con 
ro>. Por tanto, el sólido AB es igual al sólido TA [V 9],

Ahora no formen las aristas laterales ZE, ba, ha, 0K, EN, 
AO, Mr, pn ángulos rectos con sus bases y trácense, desde los 
puntos Z, H, B, K, E, M, A, P, perpendiculares a los planos que 
pasan por E0, Nn, y únanse con los planos en los (puntos) I, T, 
Y, <t>, x, a, VP, 5, y complétense los sólidos Zd>, Eíl.

Digo que también en este caso, si los sólidos AB, TA son 
iguales, sus bases están inversamente relacionadas con sus al
turas, (es decir que) como la base E0 es a la base Nn, así la al
tura del sólido TA a la altura del sólido AB.

Puesto que el sólido AB es igual al sólido TA, mientras que 
AB es igual a BT. porque están sobre la misma base, ZK, y tie
nen la misma altura [XI 29, 30]; pero el sólido TA es igual al 
sólido AT: porque están, a su vez, sobre la misma base PE y tie
nen la misma altura [id.]. Entonces, el sólido BT es igual al só
lido A>P; por tanto, como la base ZK es a la base EP, así la altu
ra del sólido AT a la altura del sólido BT [ Ia parte]. Pero la base
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ZK es igual a la base EG y la base EP a la base Nri; entonces, 
como la base EG es a la base Nn, así la altura del sólido A'P a la 
altura del sólido BT. Pero las alturas de los sólidos AT, BT son 
las mismas que las de Ar, BA; luego como la base EG es a la 
base Níl, así la altura del sólido AF a la altura del sólido AB. 
Por tanto, las bases de los sólidos paralelepípedos AB, TA están 
inversamente relacionadas con sus alturas.

Ahora estén inversamente relacionadas con sus alturas las 
bases de los sólidos AB, TA (es decir que) como la base EG es a 
la base Nn, así la altura del sólido TA a la altura del sólido AB.

Digo que el sólido AB es igual al sólido TA.

Pues, siguiendo la misma construcción, dado que, como la 
base EG es a la base Nn, así la altura del sólido FA a la altura 
del sólido AB, y la base EG es igual a la base ZK, mientras que 
la (base) Nn es igual a la base EP, entonces, como la base ZK 
es a la base EP, así la altura del sólido TA a la altura del sólido

AB. Pero ios sólidos AB. I a y los solidos B l. A‘P tienen las 
mismas alturas (respectivamente), entonces, como la base ZK 
es a la base EP, así la altura del sólido AV es a la altura del só
lido BT. Luego las bases de los sólidos paralelepípedos BT, a*p 
están inversamente relacionadas con sus alturas. Por tanto, el 
sólido BT es igual al sólido A4* | Ia parteJ. Pero el (sólido) BT 
es igual al sólido BA: porque eslán sobre la misma base. ZK, y 
tienen la misma altura |XI 29, 30¡. Y el sólido AT es igual al 
sólido Al [id.|.

Por consiguiente, el sólido AB es igual al sólido I A. 
y .  h .  D .

PR O PO SIC IO N  3 5

S i h a y  d o s  á n g u lo s  p la n o s  ig u a le s  y se  le v a n ta n  d e s d e  su s  

v é r tic e s  re c ta s  e le v a d a s  q u e  c o m p r e n d a n  á n g u lo s  ig u a le s  r e s 

p e c tiv a m e n te  c o n  la s  re c ta s  in ic ia le s , y  .ve to m a n  u n o s  p u n to s  

a l a z a r  e n  la s  r e c ia s  e le v a d a s  y, d e s d e  e llo s , s e  tr a za n  p e r p e n 

d ic u la re s  a  lo s  p la n o s  en  lo s  q u e  e s tá n  lo s  á n g u lo s  in ic ia le s  y 
se  tr a za n  re c ta s  d e  lo s  p u n to s  p r o d u c id o s  e n  lo s  p la n o s  a  lo s  

( v é r tic e s  d e )  lo s  á n g u lo s  in ic ia le s , ( é s to s )  c o m p r e n d e r á n  co n  

la s re c ta s  e le v a d a s  á n g u lo s  ig u a le s  h1.

Sean BAT, EAZdos ángulos rectilíneos iguales y levántense 
desde los puntos A, A, las rectas elevadas ah, AM que compren-

6- Elididos asume sin prueba: a) que si dos paralelepípedos son iguales y 
tienen bases iguales, sus alturas son iguales, y h) que, si las bases de dos para
lelepípedos iguales son desiguales, el que tiene la base mayor, tiene la altura 
menor (Cf. M i .a i i i .  op. eit„ pág. 349).

6' Este largo enunciado se podría sintetizar de la siguiente manera: «En 
dos ángulos triedros iguales cada par de aristas homólogas forman ángulos 
iguales con el plano de las otras dos.»
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dan con las rectas iniciales ángulos iguales respectivamente, a 
saber: el (ángulo) MAE (igual) al (ángulo) HAB y el (ángulo) 
MAZ al (ángulo) HAr; tómense al azar los puntos H, M en las 
rectas AH, AM, y trácense de los puntos H, M a los planos que 
pasan por bat, eaz, las perpendiculares HA, MN y únanse a los 
planos en los (puntos) n, a, y trácense AA, NA.

Digo que el ángulo HA \ es igual al ángulo MAN.
Hágase AC-) igual a AM. y trácese por el punto 0 la (recta) 

C-)K paralela a Ha. Pero ha es perpendicular al plano que pasa 
por HAT: entonces 0K también es perpendicular al plano que 
pasa por BAL |XI X|. Trácense desde los puntos K, N las per
pendiculares KF. NZ. KB. NT a las rectas AB, AL. AZ. AF. y trá
cense BF, I B. MZ. ZF. Puesto que el (cuadrado) de BA es igual 
a los (cuadrarlos) de bk. KA y los (cuadrados) de KT. I \ son 
iguales al de KA |I 47|, entonces el (cuadrado) de BA tam
bién es igual a los de BK. KI. I a. Pero el (cuadrado) de BF 
es igual a los de BK, KI |l 471; entonces el (cuadrado) de BA es 
igual a los de B l. I a. Luego el ángulo Bl A es recto [1 481. Por 
lo mismo el ángulo azm también es recto. Por tanto, el ángulo 
AI B es igual al azm. Pero el (ángulo) baf es igual al ángu
lo maz. Luego MAZ. baf son dos triángulos que tienen dos án
gulos iguales a dos ángulos respectivamente y un lado igual a 
un lado, el que subtiende uno de los ángulos iguales, es decir:

el (lado) 0A (que es igual) a MA; entonces tendrán los lados 
restantes iguales respectivamente a los lados restantes |1 26). 
Por tanto, A r es igual a AZ. De manera semejante demostraría
mos que AB también es igual a ae. Pues bien, como A r es igual 
a AZ y AB a AE, entonces los dos (lados) FA, AB son iguales a 
los dos lados ZA, AE. Pero el ángulo TAB es igual también al 
ángulo ZAE; entonces la base Br es igual a la base EZ y el trián
gulo al triángulo y los ángulos restantes a los ángulos restantes 
(1 4); por tanto, el ángulo ArB es igual al AZE. Pero el ángulo 
recto ATK es igual al (ángulo) recto AZN. Entonces el (ángulo) 
restante BFK es también igual al (ángulo) restante EZN. Por lo 
mismo, el (ángulo) TBK es igual al (ángulo) ZEN. Luego BFK, 
EZN son dos triángulos que tienen dos ángulos iguales a dos 
ángulos respectivamente y un lado a un lado, el correspondien
te a los ángulos iguales, es decir Br (que es igual) a EZ; enton
ces tendrán los lados restantes iguales a los lados restantes (I 
26|. Luego EK es igual a ZN. Pero Ar es también igual a AZ; 
luego los dos (lados) A r, EK son iguales a los dos (lados) AZ, 
ZN; y comprenden ángulos rectos. Por tanto, la base AK es 
igual a la base AN [I 4], Y como A0 es igual a AM, el (cuadra
do) de A0 es igual al (cuadrado) de AM. Pero los (cuadrados) 
de AK, K0 son iguales al (cuadrado) de A0, porque el (ángulo) 
AK0 es recto 11 47]; y los (cuadrados) de AN, NM son iguales al 
(cuadrado) de AM, porque el ángulo ANM es recto [1 47]. Enton
ces los (cuadrados) de AK, K0 son iguales a los (cuadrados) de 
AN, NM y de ellos, el (cuadrado) de AK es igual al (cuadrado) 
de AN; luego el (cuadrado) restante de KB es igual al (cuadra
do) de NM; por tanto, 0K es igual a MN. Y como los dos (lados) 
BA, AK son iguales a los dos (lados) MA, AN respectivamente, y 
se ha demostrado que la base BK es igual a la base MN, enton
ces el ángulo 0AK es igual al ángulo MAN [1 8].

Por consiguiente, si hay dos ángulos planos iguales, y lo 
que sigue <lel enunciado.
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Porisma:
A partir de esto queda claro que, si hay dos ángulos planos 

iguales y se levantan desde ellos rectas iguales que compren
dan ángulos iguales respectivamente con las rectas iniciales, 
las perpendiculares trazadas desde (los extremos de) ellas has
ta los planos en los que están los ángulos iniciales, son iguales 
entre sí. Q. E. D.

Proposición 36

Si tres rectas son proporcionales, el sólido paralelepípedo 
(construido) a partir de ellas es igual al sólido paralelepípedo 
(construido) a partir de la media (proporcional), equilátero y 
equiangular con el antedicho sólido.

Sean proporcionales las tres rectas A, B, r, (es decir que) 
como A es a B, así Bar .

Digo que el sólido (construido) a partir de A, B, r  es igual 
al sólido (construido) a partir de B, equilátero y equiangular 
con el antedicho.

Póngase el ángulo sólido correspondiente a E comprendi
do por los (ángulos) AEH, HEZ, ZEA, y háganse las rectas AE, 
HE, EZ iguales a B respectivamente y complétese el sólido pa
ralelepípedo EK; hágase AM igual a A y construyase sobre la 
recta AM y en su punto A un ángulo sólido igual al ángulo só
lido correspondiente a E, el comprendido por los (ángulos) 
nae, EAM. man; hágase AE igual a B y an igual a r. Y dado 
que, como A es a B, así B a r, y A es igual a AM, y B a cada 
una de las (rectas) AE, EA, y r  a AN; entonces, como AM es a 
EZ, así AE a AN. Y los lados que comprenden los ángulos igua
les NAM, AEZ están inversamente relacionados; entonces, el 
paralelogramo MN es igual al paralclogramo AZ [VI 14], Aho

ra bien, como AEZ, NAM son dos ángulos planos rectilíneos 
iguales y se han levantado sobre ellos las rectas AE, EH iguales 
entre sí y que comprenden ángulos iguales respectivamente 
con las rectas iniciales, entonces las perpendiculares trazadas

A

B--------- «-----------
r ----- -—— -

de los puntos H, E a los planos que pasan por NAM, AEZ son 
iguales entre sí [XI 35 Por.]; de modo que los sólidos A0, EK 
tienen la misma altura. Pero los sólidos paralelepípedos que 
están sobre bases iguales y (tienen) la misma altura son igua
les entre sí [XI 31]; luego el sólido 0A es igual al sólido EK. Y 
A0 es el sólido (construido) a partir de A, B, r, y EK el sólido 
(construido) a partir de B; por tanto, el sólido paralelepípe
do (construido) a partir de A, B, r  es igual al sólido (construi
do) a partir de B, equilátero y equiangular con el (sólido) ante
dicho. Q. E. D.

(

á
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Proposición 37

Si cuatro rectas son proporcionales, los sólidos paralelepí
pedos semejantes y construidos de manera semejante a partir 
de ellas serán también proporcionales; y si los sólidos parale
lepípedos semejantes y construidos de manera semejante a 
partir de ellas son proporcionales, también las propias rectas 
serán proporcionales.

Sean proporcionales las cuatro rectas AB, rA, EZ, H0, (es 
decir que) como AB es a rA, así EZ a H0, y constrúyanse a par
tir de AB, TA, EZ, H0 los sólidos paralelepípedos KA, Ar, ME, 
NH semejantes y situados de manera semejante.

Digo que, como KA es a Ar, así ME a NH.
Pues dado que el sólido paralelepípedo KA es semejante al 

(sólido paralelepípedo) Ar, entonces KA guarda con Ar una ra
zón triplicada de la que AB guarda con TA [XI 33]. Por lo mis
mo, ME guarda con NH una razón triplicada de la que EZ guar
da con H© [id.]. Y como AB es a TA, así EZ a H0. Entonces, 
como AK es a Ar, así ME a NH.

Pero ahora, como el sólido AK es al sólido Ar, sea así el só
lido ME al sólido NH.
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Digo que, como la recia AH es a la (recia) I A, así la (recia) 
EZ a la (recta) He.

Pues dado que KA guarda a su vez con ,\l una razón triplica
da de la que Al) guarda con I A |XI 331, y ME guarda también con 
NH una razón triplicada de la que EZ guarda con Hf) |id.|. y como 
KA es a ,\l', así ME a NH. entonces, como AB es a ea. así EZ a H<->.

Por consiguiente, si cuatro rectas son proporcionales y lo 
que sigue del enunciado. Q E D w.

P r o p o s i c i ó n  38

Si los lados de los planos opuestos de un cubo se dividen 
en dos partes iguales y se trazan planos a través de las seccio
nes, la sección común de los planos y el diámetro del cubo se 
dividen mutuamente en dos partes iguales.

Divídanse en dos, pues, los lados de los planos opuestos 
rz, A0, del eubo AZ por los puntos K, a , M, N, H, II, O, P, y trá
cense los planos KN, EP a través de las secciones, y sea Yl la 
sección común y AH la diagonal del cubo.

Digo que YT es igual a TI y AT a TH.
Pues trácense AY, YE, BI, IH. Y como AH es paralela a OE, 

los ángulos alternos AH Y, YOE son iguales entre sí (I 29). Y 
como AH es igual a OE y HY a YO y comprenden ángulos igua-

44 En esta proposición se asume que, si dos razones son iguales, la razón 
triplicada de una es igual a la razón triplicada de la otra, y a la inversa: si las 
razones triplicadas de otras dos razones son iguales, esas otras razones son 
iguales.

Por otra parte. Simson adopta la prueba alternativa que se encuentra en e! 
manuscrito b. Esta demostración es aceptada también por Clavio que además 
aduce la prueba que Heiberg considera genuina atribuyéndola a Teón
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les, entonces la base AY es igual a la base YE y el triángulo ASY 
es igual al triángulo OYE y los ángulos restantes son iguales a 
los ángulos restantes [14]. Luego el ángulo eya es igual al án
gulo OYE. Por eso AYE es una recta [I 14J. Por lo mismo BXH es

también una recta, y B1 es igual a £H. Y como I A es igual y 

paralela a AB, mientras que LA también es igual y  paralela a 
LU. entonces AB es igual y paralela a  Eli |XI y ) .  Y las rectas AE, 

BU las unen; luego AE es paralela a BU |l, 33). Por tanto, el án
gulo EAT es igual al (ángulo) BHT. porque son alternos (1 29|; y 
el (ángulo) a IT  es igual al (ángulo) im. |1 !5|. Entonces ATY. 

H IT son dos triángulos que tienen dos ángulos (del uno) igua
les a dos ángulos (del otro) y  un lado igual a un lado, el que 
subtiende a uno de los ángulos iguales. AY (que es igual) a H I ,  

porque son mitades de AE. BH; y  tendrán también los lados res
tantes iguales a los lados restantes |1 26). Por tanto, AT es igual 
a IH y  Y E a ti.

Por consiguiente, si se dividen en dos partes iguales los la
dos de los planos opuestos de un cubo, y se trazan planos a tra
vés de las secciones, la sección común de los planos y el diá
metro del cubo se dividen mutuamente en dos partes iguales. 
Q E D.

P r o p o s i c i ó n  . 3 9

Si dos prismas tienen la misma altura y uno tiene como 
base un paralelogramo y el otro un triángulo y el paralelogra- 
mo es el doble del triángulo, los prismas serán iguales.

Sean ABTAEZ, H0K A M N  dos prismas de la misma altura y  

tenga el primero como base el paralelogramo AZ, y  el segundo 
el triángulo H 0 K . Y sea el paralelogramo A Z el doble del trián
gulo H 0K .

Digo que el prisma ABrAEZ es igual al prisma H0KAMN.
Complétense, pues, los sólidos AE, HO. Como el paralelo- 

gramo AZ es el doble del triángulo I I0 K ,  y  el paralelogramo 0 K  

el doble del triángulo H 0 K  [I 34), entonces el paralelogramo 
AZes igual al paralelogramo 0 K .  Pero los sólidos paralelepípe
dos que están sobre bases iguales y  tienen la misma altura son 
iguales entre sí | XI 311: luego el sólido AH es igual al sólido 
lio. Y el prisma a b t a e z  es la mitad del sólido AE y el prisma
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H0KAMN, la mitad del sólido HO |X1 281; por tanto, el prisma 
ABfAEZ es igual al prisma H0KAMN.

Por consiguiente, si dos prismas tienen la misma altura y 
uno tiene como base un paralelogramo y el otro un triángulo 
y el paralelogramo es el doble del triángulo, los prismas son 
iguales. Q. E. D.

LIBRO DUODÉCIMO

Proposición 1

Los polígonos semejantes inscritos en árenlos son uno a 
otro como los cuadrados de los diámetros.

Sean ABr, ZH0 los círculos y sean ABrAE, ZH0KA los polí
gonos semejantes inscritos en ellos, y sean BM, HN los diáme
tros de los círculos.

Digo que, como el cuadrado de BM es al cuadrado de HN, 
así el polígono ABrAE al polígono Zh'0KA.

Trácense, pues, BE, aM. ha, ZN. Y como el polígono ABrAE 
es semejante al polígono ZH0KA, el ángulo bae es igual al (án-

A 7.
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guio) HZA, y como BA es a AE, así HZ a ZA [VI Def. I], Enton
ces BAE, HZA son dos triángulos que tienen un ángulo (de uno) 
igual a un ángulo (del otro) —el ángulo BAE al ángulo HZA— y 
los lados que comprenden los ángulos iguales, proporcionales; 
luego los triángulos ABE, HZA son equiangulares [VI 6). Por 
tanto, el ángulo AEB es igual al (ángulo) z a h . Pero el (ángulo) 
AEB es igual al (ángulo) AMB: porque están sobre la misma cir
cunferencia |lll 2 7 |,,‘'; y el (ángulo) za ii es igual al (ángu
lo) ZNH; entonces el (ángulo) AMB es también igual al (ángulo) 
ZNH. Pero el (ángulo) recto BAM es igual al (ángulo) recto HZN 
[III 311: luego el (ángulo) restante es igual al (ángulo) restante 
|l 32). Por tanto, los triángulos a b m , ZHN son equiangulares. 
Luego, proporcionalmenle, como bm  es a HN, así BA a HZ [VI 
4). Pero el cuadrado de BM guarda con el cuadrado de HN una 
razón duplicada de la uue BM guarda con HN, y el polígono 
ABI'AE gualda con el polígono ZHQKA una razón duplicada de 
la que BA guarda con HZ [VI 20|; entonces, como el cuadrado 
de BM es al cuadrado de IIN, así el polígono ABTAE es al polí
gono ZH(-)KA.

Por consiguiente, los polígonos semejantes inscritos en cír
culos son uno a otro como los cuadrados de los diámetros. 
0  E n

PROPO SICIO N 2

Ia >s  c i r c u io s  s o n  u n o  a  o t r o  c o m o  lo s  c iu u l n u i o s  d e  s u s  d i á 

m e tr o s .

Sean ABTA, l /.l1(4 los círculos y BA. /.(-) sus diám etros.
Digo que. com o el círculo ABI A es al círculo EZHB, así el 

cuadrado de BA al cuadrado de /.O.

" '  (  I h n  i  i n f a. f l v n n  u to s  / - / l . '  i u >Ij  X 4 .  p . i j :
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Pues si el círculo ABrA no fuera al (círculo) EZH0 como 
el cuadrado de BA es al (cuadrado) de Z6, (entonces), como el 
(cuadrado) de BA es al (cuadrado) de Z0, así será el círculo 
ABrA a un área menor que el círculo EZH0 o a una mayor.

Séalo en primer lugar a un área menor i ;  inscríbase el cua
drado EZH0 en el círculo EZH0; entonces el cuadrado inscrito

es mayor que la mitad del círculo EZH0; porque si trazamos 
tangentes al círculo por los puntos E, Z, H, 0, el cuadrado EZH0 
es la mitad del cuadrado circunscrito en torno al círculo y el 
círculo es menor que el cuadrado circunscrito; de modo que 
el cuadrado inscrito EZH0 es mayor que la mitad del círculo 
EZHB. divídanse en dos partes iguales las circunferencias EZ, 
zn , H0, 0E por los puntos K, A, M, N, y trácense EK, KZ, ZA, Alt, 
HM, M0, 0N, NE; entonces cada uno de los triángulos EKZ, ZAH, 
HMC-), 0NE es mayor que la mitad del segmento de círculo en 
que se halla: porque si trazamos tangentes al círculo por los 
puntos K, A. M, N, y completamos los paralelogramos sobre las 
(rectas) EZ. ZH, H0, 0E. cada uno de los triángulos EKZ, ZAH, 
HM0. 0NE será la mitad del paralelogramo en que se halla; 
pero el segmento en que se halla es menor que el paralelogra
mo, de modo que cada uno de los triángulos EKZ, ZAH, HM0, 
0NE es mayor que la mitad del segmento de círculo en que se 
halla. Entonces, si dividimos en dos las restantes circunferen
cias y trazamos rectas y procedemos así sucesivamente, dejare-



mos ciertos segmentos de círculo que serán menores que el ex
ceso con que el círculo EZH0 excede al área i: pues se ha de
mostrado en el primer teorema del libro X que, si se ponen dos 
magnitudes desiguales y se quita de la mayor una (magnitud) 
mayor que su mitad y, de la que queda, (se quita) una (magni
tud) mayor que su mitad y así sucesivamente, quedará una 
magnitud que será menor que la magnitud menor dada.

Quede, pues (como se ha dicho), y sean EK, KZ, za , ah , 
HM, M0, 0N, NE los segmentos del círculo EZH0 menores que 
el exceso con que el círculo EZH0 excede al área Z . Entonces el 
polígono restante EKZAHM0N es mayor que el área z. E inscrí
base en el círculo ABrA el polígono AEBOrriAP semejante al 
polígono EKZAHM0N; entonces, como el cuadrado de BA es 
al cuadrado de z©, así el polígono AEBOrTlAP es al polígono 
EKZAHM0N | XII 1). Pero también, como el cuadrado de BA es 
al (cuadrado) de Z0, así el círculo ABrA es al área I; entonces, 
como el círculo ABrA es al área I, así el polígono AEBOIT1AP es 
al polígono EKZAHM0N [V 111; luego, por alternancia, como el 
círculo ABrA es al polígono inscrito en él, así el área Z  al polí
gono EKZAHM0N [V 16J. Pero el círculo ABrA es mayor que el 
polígono inscrito en él; entonces I  también es mayor que 
el polígono EKZAHM0N. Pero también es menor; lo cual es im
posible. Luego el círculo ABrA no es a un área menor que el 
círculo EZH0 como el cuadrado de BA es al cuadrado de Z0. De 
manera semejante demostraríamos que el círculo EZH0 tampo
co es a un área menor que el círculo ABrA como el cuadrado de 
Z0 es al cuadrado de ba.

Digo ahora que el cuadrado de BA tampoco es al cuadrado 
de Z0 como el círculo ABrA a un área mayor que el círculo 
EZH0.

Pues, si fuera posible, séalo a un (área) mayor Z . Entonces, 
por inversión, como el cuadrado de Z0 es al cuadrado AB, así el 
área Z  al círculo ABEA. Ahora bien, como el área Z  es al círculo

2 7 0  ELEMENTOS

ABI A, así el círculo l./.IIO a un arca menor que el círculo aiii a; 
entonces, como el cuadrado de /(-> es al cuadrado de Ba, así el 
círculo EZH0 a un área menor que el círculo abi a |V 11|; lo 
cual se ha demostrado que es imposible. Por lanío, el círculo 
ABLa  no es a un área mayor que el círculo EZH0 como el cua
drado de Ba  es al cuadrado de zw. Pero se ha demostrado que 
tampoco a un área menor; por tanto, como el cuadrado de b a  

es al cuadrado de z e ,  así el círculo ABIA al círculo EZH0.
Por consiguiente, los círculos son uno a otro como los cua

drados de sus diámetros. Q. E. D ht'.

L em a

Digo ahora que, si el área £ es mayor que el círculo EZH0, 
como el área Z  es al círculo ABI A, así el círculo EZH0 a un área 
menor que el círculo abla.

Pues, como el área Z  es al círculo ahí'A, sea así el círculo 
EZH0 al área T.

Digo que el área T es menor que el círculo ABI A. Porque, 
efectivamente, como el área I  es al círculo ABLA, así el círcu
lo EZH0 al área T, luego, por alternancia, como el área I  es al 
círculo EZH0, así el círculo abla al área T |V 16). Y el área i  
es mayor que el círculo EZH0; por tanto, el círculo aBí a tam-

La tradición ha atribuido la prueba de este teorema a Hipócrates. Sin 
embargo parece más verosímil atribuir su conocim iento a Eudoxo a juzgar por 
la relerencia expresa de Arquimedes que remite a Lodoso los resultados de 
XII, 7 Por. y XII III Lo esencial en esta proposición es probar i|ue se puede 
utilizar el método de exhausción con un círculo en el sentido de X I. inscri
biendo sucesivamente en él polígonos regulares cada uno de los cuales tiene el 
doble de lailos que el precedente. Pueden serse más detalles sobre esta prueba 
concreta \  sobre el mal llamado método «de exhausción» en general, en I.. 
V tos. bu miniii de l,t tJrmoMrm ion. págs 352-55. Hectcntcmeiilc ha suelto 
sobre el ti so  cttclídeo de la exhausción en el contexto del libro XII J I (ixtt 
t>irs. «I. organisation du libre XII des l: té m cn i\ d ’Fuchdes et ses anomalies». 
Révne J 'H is lo in r  cíes Sciences. XL.VII/2 (1994). 1X9-208.
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bién es mayor que el área T. De modo que, como el área I  es al 
círculo ABrA, así el círculo E Z H 0 a un área menor que el círcu
lo ABrA. Q. E. D.
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P r o p o s i c i ó n  3

Toda pirámide que tiene como base un triángulo se divide 
en dos pirámides iguales, semejantes una a otra y a la <pirá
mide) entera, que tienen triángulos como bases, y se divide en 
dos prismas iguales; y los dos prismas son mayores que la mi
tad de la pirámide entera.

Sea una pirámide cuya base es el triángulo ABr y su vértice 
el punto A.

Digo que la pirámide ABTA se divide en dos pirámides 
iguales una a otra que tienen triángulos como bases y semejan-

A
A. ! i

tes a la p irám id e  en te ra , y en do s p rism as igua les , y que los 
dos p rism as son m ayores que  Ja m itad  de la p irám ide  entera.

Divídanse, pues, en dos partes iguales AB, Br, TA, AA, AB, 
Ar por los puntos E, Z, H, e ,  K, A; y trácense 0E, EH, H0, 0K, 
KA, A0, KZ, ZH. Puesto que AE es igual a EB y A© es igual a A0, 
entonces E0 es paralela a AB [VI 2). Por lo mismo, 0K es tam
bién paralela a AB. Entonces ©ebk es un paralelogramo: luego 
0K es igual a EB [1 341. Pero EB es igual a EA; por tanto, AE es 
también igual a 0K. Pero A© es igual a o a ; entonces las dos 
(rectas) EA, A0 son iguales respectivamente a las dos (rectas)

I K0. OA; y el ángulo EA0 es igual al ángulo K0A; así pues, la 
base E0 es igual a la base KA [1 4], Luego el triángulo AE© es 
igual y semejante al triángulo 0KA. Por lo mismo, el triángulo 
' A0H es también igual y semejante al triángulo 0AA. Y como 
las dos rectas que se tocan E0, 0H, son paralelas a las dos rec
tas que se tocan KA, AA y no están en el mismo plano, com
prenderán ángulos iguales [XI 10). Entonces, el ángulo E0H es 
igual al ángulo kaa. Y como las dos rectas E0, 0H son iguales 
respectivamente a las dos (rectas) KA, aa , y el ángulo E0H es 
igual al ángulo kaa, entonces la base EH es igual a la base KA 
[I 4|; luego el triángulo E0H es igual y semejante al triángulo 
kaa . Por lo mismo, el triángulo AEH es también igual y seme
jante al triángulo ©KA. Por tanto, la pirámide cuya base es el 
triángulo AEH y su vértice el punto 0  es también igual y seme
jante a la pirámide cuya base es el triángulo 0KA y su vértice el 
punto A [XI Del. 10). Y puesto que BK ha sido trazada paralela 

: a uno de los lados del triángulo AAB, el (lado) AB, los triángu-
j los aab , A0K son equiangulares [I 29| y tienen los lados pro-
| porcionales; luego el triángulo AAB es semejante al triángulo 

A0K [VI Def. 1 ]. Por lo mismo, el triángulo ABE es semejante 
al triángulo AKA y el (triángulo) AAr al (triángulo) AA0. Ahora 
bien, como las dos rectas que se tocan, BA, AT, son paralelas a 
las dos rectas que se tocan, KO, 0A, y no están en el mismo 

i plano, comprenderán ángulos iguales (XI 1()[. Entonces el án
gulo BAL es igual al ángulo K0A. Y como BA es a AI, así K(-) a
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0A; luego el triángulo ABE es semejante al triángulo 0KA. Por 
tanto, la pirámide cuya base es el triángulo ABr y su vértice el 
punto A es semejante a la pirámide cuya base es el triángulo 
6KA y su vértice el punto a. Pero se ha demostrado que la pirá
mide cuya base es el triángulo 0KA y su vértice el punto A es 
semejante a la pirámide cuya base es el triángulo aeh y su vér
tice el punto 0. Por tanto, cada una de las pirámides AEH0, 
0KAA es semejante a la pirámide entera ABrA.

Ahora bien, como BZ es igual a ZT, el paralelogramo EBZH 
es el doble del triángulo Hzr. Y puesto que, si hay dos prismas 
de la misma altura, y uno tiene como base un paralelogramo y 
el otro un triángulo, y el paralelogramo es el doble del triángu
lo, los prismas son iguales [XI 39], entonces el prisma com
prendido por los dos triángulos BKZ, E0H y los tres paralelo- 
gramos EBZH, EBK0, 0KZH es igual al prisma comprendido por 
los dos triángulos HZX, 0KA y los tres paralelogramos KZrA, 
ArH0, 0KZH.

Y queda claro que cada uno de los prismas —a saber: aquel 
cuya base es el paralelogramo EBZH y 0K su recta opuesta y 
aquel cuya base es el triángulo H Zr y 0KA su triángulo opues
to— es mayor que cada una de las pirámides cuyas bases son 
los triángulos AEH, OKA y sus vértices los puntos 0, A; porque, 
si trazamos las rectas EZ, EK, el prisma cuya base es él parale
logramo EBZH y 0K su recta opuesta es mayor que la pirámide 
cuya base es el triángulo EBZ y su vértice el punto K. Pero la 
pirámide cuya base es el triángulo EBZ y su vértice el punto K 
es igual a la pirámide cuya base es el triángulo ^EH y su vérti
ce el punto o: porque están comprendidas por planos iguales y 
semejantes. De modo que el prisma cuya base es el paralelo- 
gramo EBZH y 0K su recta opuesta es mayor que la pirámide 
cuya base es el triángulo AEH y su vértice el punto 0. Pero el 
prisma cuya base es el paralelogramo EBZH y 0K su recta 
opuesta es igual al prisma cuya base es el triángulo HZE y 0KA

su triángulo opuesto; y la pirámide cuya base es el triángulo 
AEH y su vértice el punto fc) es igual a la pirámide cuya base es 
el triángulo 0 \ a y su vértice el punto A. Por tanto, los dos pris
mas antedichos son mayores que las dos pirámides antedichas 
cuyas bases son los triángulos AEH, 0KA y sus vértices los pun
tos 0, A.

Por consiguiente, la pirámide entera cuya base es el trián
gulo ABr y su vértice el punto a se ha dividido en dos pirámi
des iguales entre sí y en dos prismas iguales. Y los dos prismas 
son mayores que la mitad de la pirámide entera. Q E. D

P k o i ' o s k  i o n  4

Si hay dos pirámides de la misma altura que tienen trián
gulos como bases, y cada una de ellas se divide en dos pirámi
des iguales entre sí y semejantes a la pirámide entera y en dos 
prismas iguales; (entonces) como la base de una pirámide es a 
la base de la otra pirámide, así serán todos los prismas de una 
pirámide a todos los prismas iguales en número de la otra pi
rámide.

Sean dos pirámides de la misma altura que tienen como ba
ses los triángulos ABr, AEZ, y como vértices los puntos H, 0 ; y 
divídase cada una de ellas en dos pirámides iguales entre sí y 
semejantes a la (pirámide) entera, y en dos prismas iguales 
[XII 3|.

Digo que, como la base ABr es a la base AEZ, así (son) to
dos los prismas de la pirámide ABrH a los prismas iguales en 
número de la pirámide AEZ0.

Pues como BE es igual a =r y aa a AT\ entonces AE es para
lela a AB y el triángulo ABE es semejante al triángulo AEf; por 
lo mismo, el triángulo AEZ es también semejante al triángulo



POZ. Y como Br es el doble de rz, mientras que EZ es (el do
ble) de Z4>, entonces, como Br es a TE, así EZ a z<t>. Ahora bien,
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se han construido sobre BT, TE las figuras rectilíneas semejan
tes y situadas de manera semejante ABr, AET. y sobre EZ, Z<t> 
las (figuras rectilíneas) semejantes y situadas de manera seme
jante AEZ, FW.; luego, como el triángulo ABr es al triángulo 
AHÍ , así el triángulo AEZ al triángulo P<t>Z [VI 221. Entonces, 
por alternancia, como el triángulo ABr es al (triángulo) AEZ, así 
el (triángulo) a z i  es al triángulo P*t>z [V 16|. Ahora bien, 
como el triángulo AZI es al triángulo l’<l>z, así el prisma cuya 
base es el triángulo AZI y su (triángulo) opuesto OMN es al 
prisma cuya base es el triángulo l’ZZ y su (triángulo) opuesto 
ITY [Lema subsiguiente a esta proposición!; entonces, como el 
triángulo ABI es al triángulo AEZ, así el prisma cuya base es el 
triángulo ,\El y su (triángulo) opuesto OMN al prisma cuya 
base es el triángulo W>z y su (triángulo) opuesto ITY. Pero, 
como los antedichos prismas son entre sí, así el prisma cuya 
base es el paralelogramo KBZA y su recta opuesta OM, al pris
ma cuya base es el paralelogramo llE<l>P y su recta opuesta IT 
|XI 39; XII 3|. Entonces los dos prismas, aquel cuya base es el

paralelogramo KBZA y su recta opuesta OM y aquel cuya base 
es el (triángulo) Azr y su triángulo opuesto OMN guardan la 
misma razón que los dos prismas, aquel cuya base es el (para
lelogramo) riEOP y su recta opuesta IT  y aquel cuya base es el 
(triángulo) P«t>Z y cuyo triángulo opuesto es ITY | V 12], Luego, 
como la base ABr es a la base AEZ, así los dos prismas a los 
(otros) dos prismas dichos.

Y de manera semejante, si las pirámides OMNH, ITY© se 
dividen en dos prismas y dos pirámides, como la base OMN es 
a la base ITY, así serán los dos prismas de la pirámide OMNH a 
los dos prismas de la pirámide ITY©. Ahora bien, como la base 
OMN es a la base ITY, así la base ABr es a la base AEZ: porque 
cada uno de los triángulos OMN, ITY son iguales respectiva
mente a los triángulos AEr, M>z. Por tanto, como la base ABr 
es a la base AEZ, así (son) los cuatro prismas a los cuatro pris
mas. De manera semejante, si dividimos las pirámides restan
tes en dos pirámides y dos prismas, entonces, como la base 
ABr es a la base AEZ, así serán todos los prismas de la pirámide 
ABTH a todos los prismas iguales en número de la pirámi
de AEZ0. Q. E. D.

Lema

Hay que demostrar como sigue que, como el triángulo AEr 
es al triángulo P<t>z, así el prisma cuya base es el triángulo 
AZT y su triángulo opuesto OMN al prisma cuya base es el 
(triángulo) M>Z y su triángulo opuesto ITY.

Pues considérense en la misma figura las perpendiculares a 
los planos ABE, AEZ desde los (puntos) H, 0  que son iguales 
evidentemente porque se ha supuesto que las pirámides son de 
la misma altura. Y como las dos rectas HT y la perpendicular 
desde H son cortadas por los planos paralelos ABT, OMN, serán 
cortadas en las mismas razones [XI 17|. Ahora bien, HT se ha 
dividido también en dos partes iguales por el plano OMN en el
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(punto) N; entonces la perpendicular desde H al plano ABE será 
dividida también en dos partes iguales por el plano OMN. Por 
lo mismo, la perpendicular desde 0  al plano AEZ se ha dividido 
en dos partes iguales por el plano irY . Y las perpendiculares a 
los planos ABr, AEZ desde los puntos H, e  son iguales; luego 
las perpendiculares a los (planos) A B r, AEZ desde .los triángu
los OMN, ITY son también iguales. Por tanto, los prismas cuyas 
bases son los triángulos A=r, M>Z y sus triángulos opuestos 
OMN, ITY son de la misma altura. De modo que los sólidos pa
ralelepípedos descritos sobre dichos prismas son de la misma 
altura y son entre sí como sus bases [XI 32]; por tanto, sus mi
tades, dichos prismas, son entre sí como la base a e t  es a la 
base M>Z. Q. E. D.

Proposición 5

Las pirámides que tienen la misma altura y tienen triángu
los como bases son entre sí como sus bases.

Sean de la misma altura las pirámides cuyas bases son los 
triángulos ABr, AEZ y sus vértices los puntos H, 0 .

Digo que, como la base A B r es a la basé AEZ, así la pirámi
de ABrH a la pirámide AEZT.

Pues, si la base ABr no es a la base AEZ como la pirámide 
ABrH es a la pirámide AEZ0, (entonces), como la base ABr es a 
la base AEZ, así será la pirámide ABrH o bien a un (sólido) me
nor que la pirámide AEZH o bien a uno mayor.

Séalo, en primer lugar, a uno menor, X, y divídase la pirá
mide AEZ6 en dos pirámides iguales entre sí y semejantes a la 
pirámide entera y en dos prismas iguales; entonces los dos 
prismas son mayores que la mitad de la pirámide entera [XII 
3]. Y divídanse, a su vez, de manera semejante las pirámides

resu ltan tes de la d iv is ión  y así su ces ivam en te  hasta  que . a p a r
tir de  la p irám ide  a e z h . qu ed en  c ie rta s  p irám ides que  sean m e

tí

ñores que el ex ceso  con  q u e  la p irám id e  AEZB ex ced e  al só lido  
X |X 1]. Q ueden  (ta les p irám ides) y sean las p irám ides AI1PI. 
ITY 0 por m or de la a rg um en tac ión ; en to n ces  los p rism as re s 
tantes de la p irám id e  AF.ZC-) son m ayores que  el só lido  X. D iv í
dase tam b ién  la p irám id e  ABI'H de m anera  sem ejan te  y el m is
mo n úm ero  de veces que  la p irám id e  AEZ0. E ntonces, co m o  la 
base ABT es a la base  AEZ, a s í los p rism as de  la p irám ide  ABTH 
a los p rism as de la p irám id e  AEZB [XII 4 |.  P ero  tam b ién , co m o  
la base  ABE es a la base  AEZ. a s í la p irám ide  ABrH al só lid o  X; 
luego co m o  la p irám id e  ABril es al só lido  X. a s í los p rism as de 
la p irám ide ABI'H a los p rism as de  la p irám id e  AC/.0 | V 111; así 
pues, por a lte rnanc ia , co m o  la p irám ide  ABI'H es a sus p rism as, 
así el só lido  X es a los p rism as de la p irám id e  AEZ0 |V  16|. 
Pero la p irám ide  ABTH es m ay o r que  sus p rism as; en to n ces  el
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sólido X es mayor que los prismas de la pirámide AEZ0 . Pero 
también es menor; lo cual es imposible. Por tanto, la pirámide 
ABEH no es a un (sólido) menor que la pirámide AEZ8  como la 
base ABE es a la base AEZ. De manera semejante se demostraría 
que la pirámide AE7.0  tampoco es a u n  sólido menor que la pi
rámide ABEH como la base AEZ es a la base ABE.

Digo además que la pirámide a b e i i  tampoco es a un sólido 
mayor que la pirámide A E Z0 como la base ABE es a la base AEZ 

Pues, si fuera posible, séalo al (sólido) mayor X; entonces, 
por inversión, como la base AEZ es a la base ABE, así el sólido X 

a la pirámide ABEH. Pero como el só- 
-----------------líelo X es a la pirámide ABEH, así la pi

rámide AEZ(-) a un (sólido) menor que 
la pirámide ABEII. como se ha demos
trado anteriormente |XII 2 lema|. En

tonces. como la base AEZ es a la base ABE. así la pirámide AEZO 

a un (sólido) menor que la pirámide a  B i l l  [V 11 ]; lo cual se ha 
demostrado que es absurdo; por tanto, la pirámide ABEH no es a 
un sólido mayor que la pirámide \EZ(-) como la base ABE es a la 
base AEZ. Pero se ha demostrado que tampoco es a uno menor. 
Por consiguiente, como la base AHI es a la base AEZ. así la pirá
mide a BI II a la pirámide AEZ». U E l>

P roposh lo s  ti

¡ a is  p ir á m id e s  q u e  tie n e n  la  m ism a  a ltu r a  y tie n e n  p o líg o 

n o s  eo lito  lia se s  so n  e n tr e  si ( tim o  su s  b a se s .

Sean de la misma altura las pirámide cuyas bases son los 
polígonos ABI Al-, ZH(-)K \  y  sus vértices los puntos M. N.

Digo q u e  c o m o  la  b a s e  ABEAE .es a la  b a s e  ZIIh k  V a s í  la  p i 

r á m i d e  ABI M M a l.l p i r á m i d e  Zlli»K \N



LIBRO XII 2 8 1

Trácense, pues, las (rectas) Ar, AA, Z6, ZK. Como en electo 
ABrM, ArAM son dos pirámides que tienen triángulos como ba

ses c igual altura, son entre sí como sus bases |XI1 5|; enton
ces, como la base ABF es a la base APA, así la pirámide ABI M 
es a la pirámide APAM. Y, por composición, como la base ABI A 
es a la base ATA, así la pirámide ABPAM es a la pirámide APAM 
[V 18J. Pero también, como la base ATA es a la base AAE, así la 
pirámide ArAM a la pirámide aaem  [Xll 5], Luego, por igual
dad, como la base ABPA es a la base AAE, así la pirámide 
ABPAM a la pirámide AAEM [V 22). Y de nuevo, por composi
ción, como la base a b pa e  es a la base AAE, así la pirámide 
ABPAEM a la pirámide AAEM [V I8|. De manera semejante se 
demostraría que también, como la base ZH0KA es a la base 
ZH0, así la pirámide ZH0KAN a la pirámide ZH0N. Y como 
AAEM, ZH0N son dos pirámides que tienen triángulos como ba
ses e igual altura, entonces, como la base AAE es a la base ZH0, 
así la pirámide AAEM a la pirámide ZH0N [XII 5|. Ahora bien, 
como la base AAE es a la base ABPAE, así era la pirámide AAEM 
a la pirámide ABTAEM. Luego, por igualdad, como la base 
ABPAF. es a la base ZH0. así la pirámide ABPAEM a la pirámide 
ZH0N [V 221. Pero también, como la base ZH0 es a la base 
7.H0KA, así.era la pirámide ZH0N a la pirámide ZHOKAN. Por
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sólido X es mayor que los prismas de la pirámide AEZ0. Pero 
también es menor; lo cual es imposible. Por tanto, la pirámide 
ABEH no es a un (sólido) menor que la pirámide AEZ8 como la 
base ABP es a la base AEZ. De manera semejante se demostraría 
que la pirámide AE7.0 tampoco es a un sólido menor que la pi
rámide ABEH como la base AEZ es a la base ABE.

Digo además que la pirámide ABPH tampoco es a un sólido 
mayor que la pirámide AEZ0 como la base ABE es a la base AEZ 

Pues, si fuera posible, séalo al bólido) mayor X; entonces, 
por inversión, como la base AEZ es a la base abe, así el sólido X

. ,r—--- --------- a la pirámide ABEH. Pero como el só-
--------------------S  lido X es a la pirámide ABEH, así la pi

rámide AE7.0 a un (sólido) menor que 
la pirámide ABEH. como se ha demos
trado anteriormente |XII 2 lema|. En

tonces. como la base AEZ es a la base ABE. así la pirámide ALZO 
a un (sólido) menor que la pirámide ABEH [V 11 ]; lo cual se ha 
demostrado que es absurdo; por tanto, la pirámide ABEH no es a 
un sólido mayor que la pirámide \E7.o como la base ABE es a la 
base AEZ. Pero se ha demostrado que tampoco es a uno menor. 
Por consiguiente, como la base ABE es a la base AEZ así la pirá
mide a BEH a la pirámide a e z h . y  E l>

Proiush IMS ti

¡ a is  p ir á m id e s  q u e  t ie n e n  la  m is m a  a ltu r a  y  t ie n e n  p o líg o 

n o s  io n io  b a se s  so n  e n tre  s i  c o m o  su s  b a se s .

Sean de la misma altura las pirámide cuyas bases son los 
polígonos ABEAE. ZH(-)K \ v sus vértices los puntos M. N.

Digo que com o la base AHI AE .es a la base zhhk V así la pi
rám ide AHI M M a la pirámide ZIImK W
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Trácense, pues, las (rectas) Ar, AA, Z6, ZK. Como en electo 
ABfM, AEAM son dos pirámides que tienen triángulos como ba

ses c igual altura, son entre sí como sus bases |XI1 5|; enton
ces, como la base ABE es a la base aea , así la pirámide ABEM 
es a la pirámide AEAM. Y, por composición, como la base ABI A 
es a la base aea , así la pirámide abeam  es a la pirámide AEAM 
[V 18J. Pero también, como la base AEA es a la base AAE, así la 
pirámide aeam  a la pirámide aaem  [XII 5]. Luego, por igual
dad, como la base ABEA es a la base AAE, así la pirámide 
ABEAM a la pirámide AAEM [V 22). Y de nuevo, por composi
ción, como la base ABEAE es a la base AAE, así la pirámide 
ABEAEM a la pirámide AAEM [V I8|. De manera semejante se 
demostraría que también, como la base ZH0KA es a la base 
ZH0, así la pirámide ZH0KAN a la pirámide ZH0N. Y como 
AAEM, ZH0N son dos pirámides que tienen triángulos como ba
ses e igual altura, entonces, como la base AAE es a la base ZH0, 
así la pirámide AAEM a la pirámide ZH0N [XII 5|. Ahora bien, 
como la base AAE es a la base ABEAE, así era la pirámide AAEM 
a la pirámide ABEAEM. Luego, por igualdad, como la base 
ABEAF. es a la base ZH0. así la pirámide ABEAEM a la pirámide 
ZH0N [V 221. Pero también, como la base ZH0 es a la base 
7.H0KA, así.era la pirámide 7.HON a la pirámide Z.H0KAN. Por
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consiguiente, por igualdad, como la base ABEAE es a la base 
ZH0KA, así la pirámide ABEAEM a la pirámide ZH(-)KAN [V 22). 
Q. E. D.

P r o p o s i c i ó n  7

Todo prisma que tiene como base un triángulo se divide en 
tres prismas iguales entre sí que tienen triángulos como bases.

Sea un prisma cuya base es el triángulo ABE y su (triángu
lo) opuesto AEZ.

Digo que el prisma ABEAEZ se divide en tres pirámides 
iguales entre sí que tienen triángulos como bases.

Trácense, pues, las (rectas) BA, Er, LA. Como abea  es un 
paralelogramo y su diámetro (>7 es BA, entonces el triángulo

ABA es igual al triángulo EBA 
[1 34). Luego la pirámide 
cuya base es el triángulo aba 
y su vértice r es igual a la pi
rámide cuya base es el trián
gulo AEB y su vértice el punto 
r [XII 5). Pero la pirámide 
cuya base es el triángulo AEB 
y su vértice el punto r  es la 
misma que la pirámide cuya 
base es el triángulo EBE y su 
vértice el punto E: porque es

tán comprendidas por los mismos planos. Entonces, la pirámi
de cuya base es el triángulo ABA y su vértice el punto E es

67 Respeto la terminología de Euclides que utiliza la palabra diámetros 
para la diagonal (Cf. Elementos t-IV, nota 9, pág. 194).

igual a la pirám ide cuya base es el triángulo EBE y su vértice el 
punto A. Puesto que. a su ve/.. ZI'BE es un paralelogram o y su 
d iám etro es EE, el triángulo  I F.Z es igual al triángulo I BE |1 
34). Entonces la pirám ide cuya base es el triángulo BI E y su 
vértice el punto a  es igual a la pirám ide cuya base es el trián
gulo EEZ y su vértice el punto a [XII 5 |. Pero se ha dem ostrado 
que la pirám ide cuya base es el triángulo Bl'E y su vértice el 
punto A es igual a la pirám ide cuya base es el triángulo ABA y 
su vértice el punto  E; en tonces la p irám ide cuya base es el 
triángulo  EEZ y su vértice el punto A es igual a la p irám ide 
cuya base es el triángulo ABA y su vértice el punto E; por tanto, 
el prism a ABEAEZ se ha dividido en tres pirám ides iguales entre 
sí que tienen triángulos com o bases.

Y com o la pirámide cuya base es el triángulo aba y su vérti
ce el punto E es la misma que la pirámide cuya base es el trián
gulo EAB y su vértice el punto A: porque están com prendidas por 
los m ism os planos, m ientras que la pirám ide cuya base es el 
triángulo ABA y su vértice el punto I se ha dem ostrado que es 
el tercio del prisma cuya base es el triángulo ABr y su triángulo 
opuesto AEZ, entonces la pirámide cuya base es el triángulo ABE 
y su vértice el punto a es el tercio del prism a que tiene la misma 
base, a saber: el triángulo ABE, y com o triángulo opuesto AEZ.

Porisma:
A partir de esto  que da claro que toda pirám ide es la terce

ra parte del prism a que tiene la m ism a base que ella e igual al
tura. 0  E. D .b8.

68 Según Vera se trata de una ingeniosa demostración con la que Euclides 
se topó por una afortunada coincidencia. Vera aduce a este respecto las pala
bras de Beppo Levi: «profundizando en el método de exhausción, Euclides 
habría podido llegar al resultado directamente por el razonamiento anterior. 
Este paso lo hizo Arquímedes en el tratado de la cuadratura de la parábola, 
problema que. como sabemos, se puede considerar como una transposición 
del problema del volumen de la pirámide.» (Cf. Vfra, op t il., pág. 951)

Z
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Proposición 8

Las pirámides semejantes que tienen como bases triángu
los guardan una razón triplicada de la de sus lados correspon
dientes.

Sean las pirámides semejantes y situadas de manera seme
jante cuyas bases son los triángulos ABF, AEZ y sus vértices los 
puntos H. 0.

Digo que la pirámide ABTH guarda con la pirámide AEZ6 
una razón triplicada de la que Br (guarda) con EZ.

Complétense, pues, los sólidos paralelepípedos BHMA, 
reno.

Ahora bien, como la pirámide ABI'H es semejante a la pirá
mide AEZ0, entonces, el ángulo ABE es igual al ángulo AEZ, y 
el ángulo HB1 es igual al ángulo 0E7„ y el ABH al AE0, y como 
AB es a AE, así Bl a EZ y BH a E0. Y dado que, como AB es a 
AE, así BT a EZ y que los lados que comprenden ángulos igua
les son proporcionales, entonces, el paralelogramo BM es se
mejante al paralelogramo En. Por lo mismo, en efecto, el (pa
ralelogramo) BN es semejante al (paralelogramo) EP y el 
(paralelogramo) BK al (paralelogramo) ES; luego los tres (pa- 
ralelogramos) MB, BK, BN son semejantes a los tres (paralelo-

gramos) En, ES, EP. Pero los tres (paralelogramos) MB, BK, BN 
son iguales y semejantes a sus tres opuestos, y los tres (para
lelogramos) En, ES, EP son también iguales y semejantes a sus 
tres opuestos {XI 2 4 ], Entonces los sólidos BHMA, E 0 n o  están 
comprendidos por planos semejantes e iguales en número. 
Luego el sólido BHMA es semejante al sólido E 6no . Pero los 
sólidos paralelepípedos semejantes guardan una razón tripli
cada de la de sus lados correspondientes [XI 33]. Entonces el 
sólido BHMA guarda con el sólido E©no una razón triplicada 
de la que el lado correspondiente B r guarda con el lado co
rrespondiente EZ. Pero como el sólido BHMA es al sólido 
E 0no, así la pirámide ABrH a la pirámide AEZ0: pues la pirá
mide es la sexta parte del sólido porque el prisma, que es la 
mitad del sólido paralelepípedo [XI 28], es el triple de la pirá
mide [Xll 7],

Por consiguiente, la pirámide ABrH guarda con la pirámide 
AEZ0 una razón triplicada de la que BT (guarda) con EZ. 
Q. E. D.

Porisma:
A partir de esto queda claro que las pirámides que tienen 

como bases polígonos guardan entre sí una razón triplicada de 
la de sus lados correspondientes. Pues, si se dividen en las pi
rámides contenidas en ellas que tengan como bases triángulos 
—por el hecho de que los polígonos semejantes de sus bases se 
dividen en triángulos semejantes e iguales en número y homó
logos a los (polígonos) enteros [VI 20]— entonces, como una 
de las pirámides con base triangular de la primera es a una de 
las pirámides con base triangular de la segunda, así serán to
das las pirámides con base triangular de la primera pirámide a 
las pirámides con base triangular de la segunda pirámide |V
12], es decir, la propia pirámide que tiene como base un polí
gono a la (otra) pirámide que tiene como base un polígono. 
Pero la pirámide que tiene como base un triángulo guarda con
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la (pirámide) que tiene como base un triángulo una razón tri
plicada de la de sus lados correspondientes.

Por consiguiente, la (pirámide) que tiene como base un po
lígono guarda con la que tiene una base semejante una razón 
triplicada de la que el lado guarda con el lado w.

Proposición 9

Las bases de las pirámides iguales que tienen como bases 
triángulos están inversamente relacionadas con sus alturas; y 
aquellas pirámides que tienen como bases triángulos, cuyas 
bases están inversamente relacionadas con sus alturas, son 
iguales.

Sean, pues, las pirámides iguales que tienen como bases 
los triángulos ABr, AEZ y como vértices los puntos H, e.

Digo que las bases de las pirámides ABI~H, AEze están in
versamente relacionadas con sus alturas, y como la base ABr

69 Al parecer no fallan motivos para dudar de la autenticidad del porisma 
P sólo lo tiene en el margen, aunque es de la primera mano.

es a la base AEZ, asi la a ltu ra  de la p irám ide  AEZ» a la a ltu ra  de 
la p irám ide  ABIH.

Pues complétense los sólidos paralelepípedos BHMA, e b iio . 
Y como la pirámide ABlll es igual a la pirámide AIZB. y el só
lido BHMa es el séxtuplo de la pirámide ABI H, mientras que 
el sólido E0I1O es el séxtuple de la pirámide AEZ0, entonces el 
sólido BHMA es igual al sólido E eno . Pero las bases de los só
lidos paralelepípedos iguales están inversamente relacionadas 
con sus alturas [XI 34); entonces, como la base BM es a la base 
En, así la altura del sólido F » n o  es a la altura del sólido BHMA. 
Ahora bien, como la base BM es a la base EH. así el triángulo 
ABr al triángulo AEZ |l  341. Luego también, como el triángu 
lo ABr es al triángulo AF.Z. así la altura del sólido EBIIO a la al
tura del sólido BHMA [V 11). Pero la altura del sólido F.0I1O es 
la misma que la altura de la pirámide AF./.0. y la altura del sóli
do BHMA es la misma que la altura de la pirámide ABl ll; enton
ces, como la base ABE es a la base AEZ, así la altura de la pirá
mide AEZ0 es a la altura de la pirámide ABI H. Por tanto, las 
bases de las pirámides ABI H, AEZ0 están inversamente relacio
nadas con sus alturas.

Pero ahora, estén las bases de las pirámides ABTH, AEZ0 in
versamente relacionadas con sus alturas, y, como la base A B r 

es a la base AEZ, así la altura de la pirámide AEZ0 a la altura de 
la pirámide a b t h .

Digo que la pirámide ABI H es igual a la pirámide AEZ0.
Pues, siguiendo la misma construcción, dado que, como la 

base ABr es a la base AEZ, así la altura de la pirámide AEZO a 
la altura de la pirámide ABrtt, mientras que, como la base ABr 
es a la base AEZ, así el paralelogramo BM al paralelogramo EH; 
entonces también, como el paralelogramo BM es al paralelo- 
gramo Eli, así la altura de la pirámide AF.Z0 a la altura de la pi
rámide ABrtt | V 11). Ahora bien, la altura de la pirámide AEZ0 
es la misma que la altura del paralelepípedo EBno, y la altura

• ' . '  &V



288 ELEMENTOS

de la pirámide ABrH es la misma que la altura del paralelepípe
do BHMA. Entonces, como la base BM es a la base En, así la al
tura del paralelepípedo E©no a la altura del paralelepípedo 
BHMA. Pero aquellos sólidos paralelepípedos cuyas bases están 
inversamente relacionadas con sus alturas son iguales [XI 34]; 
luego el sólido paralelepípedo BHMA es igual al sólido parale
lepípedo E@no. Ahora bien, la pirámide ABTH es la sexta parte 
del (paralelepípedo) bhma, y la pirámide AEZ© es la sexta par
te del paralelepípedo E0F1O. Por tanto la pirámide ABrH es 
igual a la pirámide AEZ0.

Por consiguiente, las bases de las pirámides que tienen 
como bases triángulos están inversamente relacionadas con sus 
alturas, y aquellas pirámides que tienen como bases triángulos, 
cuyas bases están inversamente relacionadas con sus alturas, 
son iguales. Q. E. D

Proposición 10

Toda cotia es la tercera parte del cilindra que tiene ¡a mis
ma base e igual altura.

Tenga, pues, un cono la misma base que un cilindro, el cír
culo ABEA. e igual altura.

Digo que el cono es la tercera parte del cilindro, es decir 
que el cilindro es el triple del cono.

Pues, si el cilindro no es el triple del cono, el cilindro será 
o mayor que el triple del cono o menor que el triple del cono. 
Sea, en primer lugar, mayor que el triple e inscríbase en el cír
culo abta el cuadrado ABPA [IV 6|. Entonces, el cuadrado 
ABPA es mayor que la mitad del círculo ABTA. Levántese a par
tir del cuadrado ABTA un prisma de altura igual a la del cilin
dro. Entonces el prisma levantado es mayor que la mitad del
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c ilin d ro : p u e s to  q u e ,  s i  c irc u n s c r ib im o s  u n  c u a d ra d o  e n  to m o  

a l c ír c u lo  A BfA [IV 7 ] , e l  c u a d r a d o  in s c r i to  e n  e l  c írc u lo  abta

es la mitad del circunscrito; y los sólidos levantados a partir de 
ellos son prismas paralelepípedos de la misma altura, y los só
lidos paralelepípedos que tienen la misma altura son entre sí 
como sus bases [XI 32]; entonces, el prisma levantado a partir 
del cuadrado ABrA es la mitad del prisma levantado a partir del 
cuadrado circunscrito en tomo al círculo ABrA [XI 28, XII 6 y 
7 Por.], y el cilindro es menor que el prisma levantado a partir 
del cuadrado circunscrito en tomo al círculo ABrA; luego el 
prisma levantado a partir del cuadrado ABTA y de la misma al
tura que el cilindro es mayor que la mitad del cilindro. Diví
danse en dos partes iguales las circunferencias AB, Br, TA, aa 
por los puntos E, Z, H, ©, y trácense AE, EB, BZ, ZT, TE, HA, A0, 
0 a ; entonces cada uno de los triángulos AEB, BZr, T'HA, A0A es 
mayor que la mitad del segmento del círculo ABrA en el que 
está, como demostrábamos anteriormente [XII 2]. Levántense 
prismas de la misma altura que el cilindro sobre cada uno de 
los triángulos AEB, BZr, THA, a©a ; entonces cada uno de los
::tt -  io
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prismas levantados es mayor que la mitad del segmento de ci
lindro en el que está; puesto que, si trazamos paralelas a AB, 
Br, TA, AA por los puntos EZH© y completamos los paralelogra- 
mos sobre las (rectas) AB, Br, TA, aa y levantamos, a partir de 
ellos, sólidos paralelepípedos de igual altura que el cilindro, 
los prismas sobre los triángulos AEB, Bzr, THA, A0A son la mi
tad de cada uno de los levahtados; y los segmentos del cilindro 
son menores que los sólidos paralelepípedos levantados; de 
modo que también los prismas (levantados) sobre los triángu
los AEB, BZT, THA, A0A son mayores que la mitad de los de los 
segmentos de cilindro en que están. Ahora, si dividimos en dos 
partes iguales las circunferencias que han quedado y trazamos 
rectas (uniendo los puntos de división) y levantamos prismas 
de la misma altura que el cilindro sobre cada uno de los trián
gulos y procedemos así sucesivamente, dejaremos ciertos seg
mentos de cilindro que serán menores que el exceso con el que 
el cilindro excede al triple del cono [X 1 j. Déjense y sean AE, 
EB, BZ, z r ,  TH, HA, A©, 0A; entonces el prisma restante cuya 
base es el polígono AEBZI~HA0 y su altura la misma que la del 
cilindro es mayor que el triple del cono. Pero el prisma cuya 
base es el polígono AEBZrHA© y su altura la misma que la del 
cilindro es el triple de la pirámide cuya base es el polígono 
AEBZrHA0 y su vértice el mismo que el del cono [XII 7 Por.]; 
luego la pirámide cuya base es el polígono AEBZrHA0 y su vér
tice el mismo que el del cono es mayor que el cono que tiene 
como base el círculo ABrA. Pero también es menor, porque 
está comprendida por él; lo cual es imposible. Por tanto el ci
lindro no es mayor que el triple del cono.

Digo ahora que el cilindro tampoco es menor que el triple 
del cono.

Pues, si fuera posible, sea el cilindro menor que el triple 
del cono; entonces, por inversión, el cono es mayor que la ter
cera parte del cilindro. Inscríbase el cuadrado ABrA en el círcu
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lo ABI a; entonces el cuadrado ABrA es mayor que la mitad del 
círculo ABrA. Y levántese sobre el cuadrado ABrA una pirámi
de que tenga el mismo vértice que el cono; entonces la pirá
mide levantada es mayor que la mitad del cono; porque, como 
antes demostrábamos, si circunscribimos un cuadrado en tomo 
al círculo, el cuadrado ABTA será la mitad del cuadrado cir
cunscrito en lomo al círculo; y si levantamos a partir de los 
cuadrados sólidos paralelepípedos de la misma altura que el 
cono que también se llaman prismas, el (sólido) levantado a 
partir del cuadrado ABTA será la mitad del levantado a partir 
del cuadrado circunscrito en tomo al círculo, porque son entre 
sí como sus bases [XI 32); de modo que también los tercios 
(están en la misma razón); así pues, la pirámide cuya base es 
el cuadrado ABrA es la mitad de la pirámide levantada a partir 
del cuadrado circunscrito en tomo al círculo. Y la pirámide le
vantada sobre el cuadrado circunscrito en torno al círculo es 
mayor que el cono, pues lo comprende; luego la pirámide cuya 
base es el cuadrado ABrA y su vértice el mismo que el del cono 
es mayor que la mitad del cono. Divídanse en dos partes igua
les las circunferencias AB, Br, TA, aa por los puntos E, Z, H, 0  y 
trácense AE, EB, BZ, TH, HA, A0, 0 a ; entonces, cada uno de los 
triángulos AEB, BZT, THA, A0A es mayor que la mitad del seg
mento del círculo ABrA en el que está. Ahora bien, levántese 
sobre cada uno de los triángulos AEB, Bzr, í ha, A0A pirámides 
que tengan el mismo vértice que el cono; entonces cada una de 
las pirámides levantadas de la misma manera es mayor que la 
mitad del segmento de cono en el que está. Ahora, si dividimos 
en dos partes iguales las circunferencias que quedan y traza
mos rectas (uniendo los puntos de división) y levantamos so
bre cada uno de los triángulos pirámides que tengan el mismo 
vértice que el cono y procedemos así sucesivamente, dejare
mos ciertos segmentos de cono que serán menores que el exce
so con que el cono excede a la tercera parte del cilindro [X 1],
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Déjense y sean los de AE, EB, BZ, z r ,  I'H, HA, A0, 0 a ; entonces 
la pirámide restante cuya base es el polígono AEBZTHA0 y su 
vértice el mismo que el del cono, es mayor que la tercera parte 
del cilindro. Pero la pirámide cuya base es el polígono 
AEBZrHA0 y su vértice el mismo que el del cono es la tercera 
parte del prisma cuya base es el polígono AEBZrHA0 y su altu
ra la misma que la del cilindro; entonces el prisma cuya base 
es el polígono AEBZrHA0 y su altura la misma que la del cilin
dro es mayor que el cilindro cuya base es el círculo ABrA. Pero 
también es menor, porque está comprendido por él; lo cual es 
imposible. Luego el cilindro no es menor que el triple del 
cono. Pero se ha demostrado que tampoco es mayor que el tri
ple. Por tanto, el cilindro es el triple del cono; de modo que el 
cono es la tercera parte del cilindro.

Por consiguiente, todo cono es la tercera parte del cilindro 
que tiene la misma base que él e igual altura. Q. E. D.

Proposición 11

Los conos y cilindros que tienen la misma altura son entre 
si como sus bases.

Haya u n o s  c o n o s  y  c il in d ro s  d e  la  m is m a  a ltu ra  c u y a s  b a 
se s  so n  io s  c írc u lo s  ABrA, EZH 0, su s  e je s  KA. MN y  lo s  d iá m e 
tro s  d e  su s  b a se s  AT, EH.

Digo que, como el círculo ABrA es al círculo EZH0, así el 
cono a  A al cono EN.

Porque, si no, como el círculo ABrA es al círculo EZH0, así 
será el cono AA o a un sólido menor o a uno mayor que el cono 
EN. Séalo en primer lugar al (sólido) menor E, y sea el sólido T  

igual a aquello en lo que el sólido E es menor que el cono EN; 

entonces el cono EN es igual a los sólidos E. H'. Inscríbase el
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cuadrado EZH0 en el círculo EZH0; entonces el cuadrado es 
mayor que la mitad del círculo. Levántese a partir del cuadrado

ú

F.7.H0 una pirámide de igual altura que el cono; entonces la pi
rámide levantada es mayor que la mitad del cono: puesto que, 
si circunscribimos un cuadrado en torno al círculo y levanta
mos a partir de él una pirámide de igual altura que el cono, la 
pirámide inscrita es la mitad de la circunscrita, pues son entre 
sí como sus bases [XII 6]; mientras que el cono es menor que 
la pirámide circunscrita. Divídanse en dos partes iguales las 
circunferencias EZ, ZH, H0, 0E, por los puntos o , n , P, £, y trá
cense 0O, OE, En, n z , ZP, PH, HI, 10. Entonces, cada uno de 
los triángulos 0OE, Enz, ZPH, HX0 es mayor que la mitad del 
segmento de círculo en que está. Levántese sobre cada uno de 
los triángulos 0OE, Enz, ZPH, HX0 una pirámide de igual altura 
a la del cono. Entonces cada una de las pirámides levantadas 
es mayor que la mitad del segmento de cono en que está. Aho
ra, si dividimos en dos partes iguales las circunferencias que 
quedan y trazamos rectas (uniendo los puntos de división) y le
vantamos sobre cada uno de los triángulos pirámides de igual 
altura a la del cono y procedemos así sucesivamente dejaremos 
ciertos segmentos de cono que serán menores que el sólido Y 
[X 1], Déjense y sean los de 0OE, Enz, ZPH, HX0. Entonces, la 
pirámide restante cuya base es el polígono 0OEI1ZPHX y su al
tura la misma que la del cono es mayor que el sólido E. Inserí-

j
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base también en el círculo a b i  a  el polígono ATAYB<l>rx seme
jante y situado de manera semejante al polígono ©OEHZPHI, y 
levántese sobre él una pirámide de igual altura que el cono aa . 
Pues bien, dado que, como el cuadrado de at es al cuadrado de 
EH, así el polígono ATAYB4>rx al polígono ©OEnzPHX [XII 1], 
mientras que, como el cuadrado de Ar es al cuadrado de EH, 
así el círculo ABTA al círculo EZH0 [Xll 2], entonces, también, 
como el círculo ABrA es al círculo EZH©, así el polígono 
ATAYB4>rx al polígono 0OEÍ1ZPHI. Pero, como el círculo ABrA 
es al círculo EZH0, así el cono aa  al sólido E, y como el polí
gono ATAYB<t>rx es al polígono ©OEnzPHX así la pirámide cuya 
base es el polígono ATAYBorx y su vértice el punto a a la pirá
mide cuya base es el polígono ©OEnzPHX y su vértice el punto 
N [XII 6], Entonces, también, como el cono a a es al sólido E, 
así la pirámide cuya base es el polígono ATAYB4>rx y su vérti
ce el punto a a la pirámide cuya base es el polígono ©OEnzPHX 
y su vértice el punto N [V 11). Luego, por alternancia, como el 
cono AA es a la pirámide (inscrita) en él, así el sólido E a la pi
rámide (inscrita) en el cono EN [V 6). Pero el cono aa es ma
yor que la pirámide (inscrita) en él; entonces, el sólido E es 
mayor que la pirámide inscrita en el cono EN. Pero también 
menor; lo cual es absurdo; por tanto, el cono aa  no es a un só
lido menor que el cono EN como el círculo ABrA al círculo 
EZH0. De manera semejante demostraríamos que tampoco el 
cono EN es a algún sólido menor que el cono a a , como el cír
culo EZH0 es al círculo ABH^

Digo ahora que tampoco el cono a a  es a algún sólido ma
yor que el cono EN como el círculo ABrA es al círculo EZH©.

Pues, si fuera posible, séalo al (sólido) mayor s. Entonces, 
por inversión, como el círculo EZH0 es al círculo ABrA, así el 
sólido 3  al cono AA. Pero, como el sólido S es al cono aa , así 
el cono EN a un sólido menor que el cono a a ; entonces, tam
bién, como el círculo EZH© es al círculo ABrA, así el cono EN a

un sólido menor que el cono a a ; lo cual se ha demostrado que 
es imposible; luego el cono aa no es a un sólido mayor que el 
cono EN como el círculo abi a al círculo EZH©. Pero se ha de
mostrado que tampoco lo es a uno menor; por tanto, como el 
círculo ABrA es al círculo EZH©, así el cono aa al cono EN.

Pero como el cono es al cono, así el cilindro al cilindro, 
porque cada uno es respectivamente el triple del otro [XII 10], 
Luego también, como el círculo ABrA es al círculo EZH0, así 
los cilindros (levantados) sobre ellos (que son) de la misma al
tura.

Por consiguiente, los conos y cilindros que tienen la misma 
altura son entre sí como sus bases. Q E D

Proposición 12

Los conos y cilindros semejantes guardan entre sí una ra
zón triplicada de (la que guardan) los diámetros de sus bases.

Sean unos cilindros y conos semejantes cuyas bases son los 
círculos ABrA, EZH0; BA, Z© los diámetros de sus bases y k a , 

MN los ejes de los conos y los cilindros.
Digo que el cono cuya base es el círculo ABrA y su vértice 

el punto A guarda con el cono cuya base es el círculo EZH© y 
su vértice el punto N una razón triplicada de la que Ba (guarda) 
con Z0.

Pues, si el cono ABrAA no guarda con el cono EZH0N una 
razón triplicada de la que BA guarda con Z0, el cono ABrAA 
guardará una razón triplicada con un sólido menor que el cono 
EZH0N o con uno mayor. Guárdela, en primer lugar, con el só
lido menor E e inscríbase el cuadrado EZH© en el círculo EZH© 
[IV 6); entonces el cuadrado EZH© es mayor que la mitad del 
círculo EZH0. Levántese sobre el cuadrado EZH© una pirámide
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que tenga la misma altura que el cono; entonces la pirámide le
vantada es mayor que la mitad del cono. Ahora, divídanse en

N

dos partes iguales las circunferencias EZ, ZH, H0, 0E  por los 
puntos O, n , P, I ,  y trácense EO, OZ, ZTI, riH, HP, P0, 01 , ZE. 
Entonces cada uno de los triángulos EOZ, znH , HP0, 0ZE es 
mayor que la mitad del segmento del círculo EZH0 en el que 
está; levántese sobre cada uno de los triángulos EOZ, ZílH, HP0, 
0 IE  una pirámide que tenga el mismo vértice que el cono; en
tonces cada una de las pirámides levantadas es también mayor 
que la mitad del segmento de cono en el que está. Ahora, si di
vidimos en dos partes iguales las circunferencias que quedan y 
trazamos rectas (uniendo los puntos de división) y levantamos 
sobre cada uno de los triángulos pirámides que tengan el mis
mo vértice que el cono y procedemos así sucesivamente deja
remos ciertos segmentos de cono que serán menores que el ex
ceso con el que el cono EZH0N excede al sólido H [X 1]. 
Déjense y sean los de EO, OZ, z n , riH, HP, P0, 01, IE; entonces, 
la pirámide restante cuya base es el polígono EOZnHPOI y su 
vértice el punto N es mayor que el sólido Inscríbase también 
en el círculo abta  el polígono ATBYT<t>AX semejante y situado

de manera semejante al polígono EOZÍ1HP0I, y levántese sobre 
el polígono ATBYPDAX una pirámide que tenga el mismo vérti
ce que el cono y sea ABT uno de los triángulos que compren
den la pirámide cuya base es el polígono ATBYDhAX y su vérti
ce el punto A y sea NZO uno de los triángulos que comprenden 
la pirámide cuya base es el polígono EOZI1HP0Z y su vértice el 
punto N, y trácense KT, MO. Ahora bien, como el cono ABrAA 
es semejante al cono EZH0N, entonces, como ba es a Z0 , así el 
eje KA al eje MN [XI Def. 24], Pero, como BA es a Z0, así BK a 
ZM; luego, como BK es a ZM, así KA a MN. Y, por alternancia, 
como BK es a KA, así ZM a MN [V 16], Ahora bien, los lados 
que comprenden los ángulos iguales BKA, ZMN son proporcio
nales; entonces, el triángulo BKA es semejante al triángulo ZMN 
[VI 6]. A su vez, dado que, como BK es a KT, así ZM a MO, y 
comprenden los ángulos iguales BKT, ZMO: porque la parte que 
el ángulo BKT es de los cuatro (ángulos) rectos correspondien
tes al centro K, la misma parte es también el ángulo ZMO de los 
cuatro (ángulos) rectos correspondientes al centro M; pues 
bien, como los lados que comprenden ángulos iguales son pro
porcionales, entonces el triángulo BKT es semejante al triángu
lo ZMO [VI 6). A su vez, puesto que se ha demostrado que, 
como BK es a KA, así ZM a MN, y BK es igual a KT mientras que 
ZM es igual a OM, entonces, como TK es a KA, así OM a MN. 
Y los lados que (comprenden) los ángulos iguales TKA, OMN 
—porque son rectos— son proporcionales; luego el triángulo 
akt es semejante al triángulo NMO [VI 6]. Y como, por la se
mejanza de los triángulos AKB, NMZ, como AB es a BK, así NZ a 
ZM, y por la semejanza de los triángulos BKT, ZMO, como KB 
es a BT, así MZ a ZO, entonces, por igualdad, como AB es a BT, 
así NZ a ZO [ V 22], A su vez, dado que, por la semejanza de los 
triángulos ATK, NOM, como AT es a TK, así NO a OM, y por la 
semejanza de los triángulos TKB, OMZ, como KT es a TB, así 
MO a OZ, entonces, por igualdad, como AT es a TB, así NO a OZ
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|V 221- Pero se ha demostrado que también, como TB es a BA, 
así OZ a ZN. Luego, por igualdad, como TA es a AB, así ON a NZ 

[V 22]. Por tanto, los lados de los triángulos a t b , NOZ son pro
porcionales; luego los triángulos a t b , NOZ son equiangulares 
[VI 5]; de modo que también son semejantes [VI Def. 1], Por 
tanto, la pirámide cuya base es el triángulo BKT y su vértice el 
punto A es semejante a la pirámide cuya base es el triángulo 
ZMO y su vértice el punto N. Pues están comprendidas por pla
nos semejantes e iguales en número [XI Def. 9], Pero las pirá
mides semejantes que tienen como bases triángulos guardan 
entre sí una razón triplicada de la que guardan sus lados co
rrespondientes [XII 8 ). Luego la pirámide b k t a  guarda con la 
pirámide ZMON una razón triplicada de la que BK guarda con 
ZM. De manera semejante, si trazamos rectas de los (puntos) A, 
X, A, <t>, r, Y al (punto) K y de los (puntos) E, Z, 0 ,  P, H, n al 
punto M, y levantamos sobre cada uno de los triángulos pirá
mides que tengan el mismo vértice que los conos, demostrare
mos que cada una de las pirámides dispuestas de manera seme
jante guarda con cada una de las pirámides dispuestas de 
manera semejante una razón triplicada de la que el lado corres
pondiente BK guardará con el lado correspondiente ZM, es de
cir, de la que BA guarda con Z 0. Y como uno de los anteceden
tes es a uno de los consecuentes, así todos los antecedentes a 
todos los consecuentes [V 12]; entonces, como la pirámide 
BKTA es a la pirámide ZMON, así la pirámide entera cuya base 
es el polígono ATBYr<t>AX y su vértice el punto a  a la pirámide 
entera cuya base es el polígono EOZriH POI y su vértice el pun
to N; de modo que también la pirámide cuya base es AT- 
BYPDAX y su vértice el punto A guarda con la pirámide cuya 
base es el polígono EOZT1HP0I y su vértice el punto N una ra
zón triplicada de la que BA (guarda) con Z 0 . Pero se ha supues
to que también el cono cuya base es el círculo ABrA y su vérti
ce el punto A guarda con el sólido E una razón triplicada de la

que BA (guarda) con ZH; entonces, como el cono cuya base es 
el círculo a b p a  y su vértice el punto a es al sólido E, así la pi
rámide cuya base es el polígono ATBYr<l>AX y su vértice el pun
to A es a la pirámide cuya base es el polígono EOZriHP0I y su 
vértice el punto N. Entonces, por alternancia, como el cono 
cuya base es el círculo ABrA y su vértice el punto a es a la pi
rámide (inscrita) en él, cuya base es el polígono ATBYHt>AX y 
su vértice el punto a , así el (sólido) E a la pirámide cuya base 
es el polígono EOZrtHPei y su vértice el punto N |V 16|. Pero 
el antedicho cono es mayor que la pirámide (inscrita) en él: 
porque la comprende. Entonces el sólido E es también mayor 
que la pirámide cuya base es el polígono EOZnHPBZ y su vérti
ce el punto N. Pero también es menor; lo cual es imposible. Por 
tanto, el cono cuya base es el círculo a b t a  y su vértice el pun
to A no guarda con un sólido menor que el cono cuya base es 
el círculo EZH0 y su vértice el punto N una razón triplicada de 
la que BA guarda con Z 0. De manera semejante demostraría
mos que tampoco el cono EZH0N guarda con un sólido menor 
que el cono ABrAA una razón triplicada de la que Z 0  (guarda) 
con BA.

Digo ahora que tampoco el cono ABT aa  guarda con un só
lido mayor que el cono EZH0N una razón triplicada de la q u e  

BA guarda con Z 0.
Pues, si fuera posible, guárdela con el (sólido) mayor E. 

Entonces, por inversión, el sólido E guarda con el cono ABrAA 

una razón triplicada de la que Z 0  (guarda) con BA. Pero, como 
el sólido E es al cono a b t a a , así el cono F.ZH6N a un sólido 
menor que el cono ABrAA. Entonces, también, el cono EZH0N 

guarda con un sólido menor que el cono ABI'AA una razón tri
plicada de la que Z 0  guarda con BA; lo cual se ha demostrado 
que es imposible; luego el cono ABrAA no guarda con un sóli
do mayor que el cono EZH0N una razón triplicada de la que BA 
guarda con Z 0. Pero se ha demostrado que tampoco con uno
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menor. Por tanto, el cono ABrAA guarda con el cono EZH9N 
una razón triplicada de la que b a  guarda con Z8.

Ahora bien, como el cono es al cono, así el cilindro al ci
lindro: porque el cilindro es el triple del cono que está sobre la 
misma base y tiene igual altura que el propio cono [XII 10]. 
Luego el cilindro guarda con el cilindro una razón triplicada de 
la que BA (guarda) con Z0.

Por consiguiente, los conos y cilindros semejantes guardan 
entre sí una razón triplicada de las de los diámetros de sus ba
ses. Q. E. D.

Proposición 13

Si un cilindro es cortado por un plano que sea paralelo a 
los planos opuestos, entonces, como el cilindro es al cilindro, 
así el eje es al eje.

Sea cortado el cilindro aa por el plano H© que es paralelo a 
los planos opuestos AB, EA, y encuentre el plano H© al eje en el 
punto K.

Digo que, como el cilindro BH es al cilindro HA, así el eje 
EK al eje KZ.

Prolongúese, pues, el eje EZ por cada lado hasta los puntos 
A, M y  dispónganse cuantos ejes se quiera EN, Na  iguales al eje 
EK y cuantos se quiera ZE, SM iguales a ZK. Y considérese so
bre el eje AM el cilindro ox  cuyas bases son los círculos on.

«t>X. Trácense, a través de los puntos N, S, planos paralelos a 
AB, TA y a las bases del cilindro OX y háganse los círculos PX, 
TY en tomo a los centros N, E. Y como los ejes AN, NE, EK son 
iguales entre sí, entonces los cilindros nP, PB, BH son entre sí 
como sus bases [XII 11]; pero sus bases son iguales; luego los 
cilindros EIP, PB, BH son iguales entre sí. Pues bien, como 
los ejes AN, NE, EK son iguales entre sí, y los cilindros nP, PB, 
BH también son iguales entre sí, y es igual el número (de los 
primeros) al número (de los segundos), entonces, el eje KA será 
el mismo múltiplo del eje EK que el cilindro riH del cilindro 
HB. Por lo mismo, entonces, el eje MK es el mismo múltiplo del 
eje KZ que el cilindro XH del cilindro HA. Y si el eje KA es igual 
al eje KM, el cilindro nH será también igual al cilindro HX, y si el 
eje es mayor que el eje, el cilindro será también mayor que el ci
lindro, y si es menor, menor. Entonces, siendo cuatro magnitu
des los ejes EK, KZ y los cilindros BH, HA, se han tomado los 
equimúltiplos, a saber: el eje AK y el cilindro riH, del eje EK y el 
cilindro BH; y (equimúltiplos, a saber) el eje KM y el cilindro HX, 
del eje KZ y el cilindro HA; y se ha demostrado que si el eje KA 
excede al eje KM, también el cilindro nH excede al cilindro HX, 
y si es igual, igual y si menor, menor. Por tanto, como el eje EK 
es al eje KZ, así el cilindro BH al cilindro HA [V Def. 5], Q. E. D

Proposición 14

Los conos y cilindros que están sobre bases iguales son en
tre sí como sus alturas.

Estén, pues, los cilindros EB, ZA sobre bases iguales, a sa
ber: los círculos AB, TA.

Digo que, como el cilindro EB es al cilindro ZA, así el eje 
H© al e je  KA.
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Pues prolónguese el eje KA hasta el punto N y hágase AN 

igual al eje H 0, y considérese el cilindro TM en torno al eje AN.

Pues bien, como los cilindros EB, TM 

tienen la misma altura, son entre sí 
como sus bases [XII 11]. Pero las ba
ses son iguales entre sí; luego los ci
lindros EB, TM son también iguales. 
Y como el cilindro ZM ha sido corta
do por el plano TA que es paralelo a 
sus planos opuestos, entonces, como 

el cilindro TM es al cilindro ZA, así el eje a n  al eje KA [XII 13[. 
Pero el cilindro TM es igual al cilindro EB, y  el eje a n  al eje 
H 0; luego, como el cilindro EB es al cilindro Za , así el eje H 0 al 
eje KA. Pero como el cilindro EB es al cilindro ZA, así el cono 
ABH al cono l'AK {XII 10]. Por tanto, como el eje H 0 es al eje 
KA, así el cono ABH al cono TAK y el cilindro EB al cilindro ZA. 
[V Def. 5]. Q. E. D.

Proposición 15

Las bases de los conos y cilindros iguales están inversa
mente relacionadas con las alturas, y aquellos conos y cilin
dros cuyas bases están inversamente relacionadas con sus al
turas son iguales.

Sean iguales los conos y cilindros cuyas bases son los cír
culos ABrA, EZH 0; sean Ar, EH los diámetros (de las bases) y 
KA, MN los ejes que son también las alturas de los conos o ci
lindros, y  complétense los cilindros AE, EO.

Digo que las bases de los cilindros AE, EO están inversa
mente relacionadas con sus alturas, y como la base ABrA es a 
la base EZH0, así la altura MN a la altura k a .

Pues la altura AK o es igual a la altura MN o no lo es. Sea en 
primer lugar igual, y el eilindro AE es también igual al cilindro

EO. Pero los conos y cilindros que tienen la misma altura son 
entre sí como sus bases [XII ll[; entonces, la base ABTA es 
igual a la base EZH0. De modo que también, en razón inversa, 
como la base ABrA es a la base EZHO, así la altura MN a la altu
ra KA. Pero ahora no sea la altura AK igual a la altura MN sino 
que sea mayor MN. y quítese de la altura MN, IIN igual a K,\. y 
córtese el cilindro EO por el punto n con el plano TYX paralelo a 
los planos de los círculos EZH0, PO, y considérese el cilindro ( I  

(levantado) a partir del círculo EZH0 como base y con la altura 
Níl. Ahora bien, como el cilindro AE es igual al cilindro EO, en
tonces, como el cilindro AE es al cilindro E l, así el cilindro EO 

al cilindro E l  [V 7|. Pero como el cilindro AE es al cilindro E l, 

así la base ABLA a la base EZHO: porque los cilindros AE, E l  tie
nen la misma altura [XII 11]; y como el cilindro EO es al cilin
dro E l,  así la altura MN a la altura riN: porque el cilindro EO ha 
sido cortado por un plano que es paralelo a sus planos opuestos 
[XII 13]. Luego, como la base ABrA es a la base EZHO, así la al
tura MN a la altura UN [V II |. Pero la altura UN es igual a la 
altura k a ; entonces, como la base a b t a  es a la base EZHO, así 
la altura MN a la altura KA. Por tanto, las bases de los cilindros 
AE, EO están inversamente relacionadas con sus alturas.

Pero, ahora, estén las bases de los cilindros AE, EO inversa
mente relacionadas con sus alturas, y, como la base ABrA es a 
la base EZHO, así la altura MN a la altura KA.
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Digo que el cilindro AE es igual al cilindro EO.
Pues, siguiendo la misma construcción, dado que, como la 

base ABrA es a la base EZH0, así la altura MN a la altura ka, 
mientras que la altura KA es igual a la altura nN, entonces, 
como la base ABrA es a la base EZH0, así la altura MN a la altu
ra riN. Pero como la base ABrA es a la base EZH0, así el cilin
dro AE al cilindro El: porque tienen la misma altura [XII 11]; y 
como la altura MN es a la altura riN, así el cilindro EO al cilin
dro El [XII 13]; entonces, como el cilindro AE es al cilindro 
EX, así el cilindro EO al cilindro EX [V 11]. Por tanto el cilin
dro AE es igual al cilindro EO [V 9]. Y de la misma forma tam
bién en (el caso de) los conos. Q. E. D.

Proposición 16

Dados dos círculos con el mismo centro, inscribir en el cír
culo mayor un polígono equilátero y de un número par de la
dos que no toque al círculo menor.

Sean ABrA, EZH0 los dos círculos con el mismo centro K. 
Así pues, hay que inscribir en el círculo mayor ABrA un 

polígono equilátero y con un nú
mero par de lados que no toque al 
círculo EZH0.

Trácese, pues, por el centro K, 
la recta BKA, y trácese, por el punto 
H, la (recta) HA formando ángulos 
rectos con la recta BA y prolónguese 
hasta el punto P, entonces Ar toca 
el círculo EZH0 [III 16 Por.]. Ahora, 

si dividimos en dos partes iguales la circunferencia baa, y su 
mitad en dos partes iguales, y procedemos así sucesivamente.
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dejaremos una circunferencia menor que AA; déjese y sea aa; 
trácese, de A a BA, la perpendicular am y prolónguese hasta N, 
y trácense aa, AN; entonces aa es igual a an [III 3; I 4]. Y 
como an es paralela a Ar y Ar toca el círculo EZH0, entonces, 
AN no toca el círculo EZH0; luego aa, AN están lejos de tocar el 
círculo EZH0. Ahora, si adaptamos sucesivamente rectas igua
les a AA al círculo ABrA inscribiremos en el círculo ABrA un 
polígono equilátero y de un número par de lados que no toque 
el círculo menor EZH0. Q. E. F.

Proposición 17

Dadas dos esferas con el mismo centro, inscribir en la es
fera mayor un sólido poliedro que no toque la esfera menor en 
su superficie.

Considérense dos esferas con el mismo centro A.
Así pues, hay que inscribir en la esfera mayor un sólido po

liedro que no toque la esfera menor en su superficie.
Córtense las esferas por un plano a través del centro; en

tonces las secciones serán círculos: porque la esfera se genera
ba permaneciendo fijo el diámetro y haciendo girar el semicír
culo en tomo a él [XI Def. 14]; de modo que sea cual sea la 
posición en que consideremos el semicírculo, el plano trazado 
a través de él producirá un círculo en la superficie de la esfera. 
Y está claro que también es el máximo posible: porque el diá
metro de la esfera que es el diámetro del semicírculo y, por su
puesto, del círculo, es mayor que todas las (rectas) trazadas en 
el círculo o en la esfera. Así pues, sea BrAE el círculo en la es
fera mayor, y el círculo ZH0 el círculo en la esfera menor, y 
trácense sus dos diámetros BA, TE que forman ángulos rectos 
entre sí, y, dados los dos círculos BrAE, ZH0 con el mismo cen-



306 ELEMENTOS LIBRO XII 307
I
1

1I]
1II]II
1I
1

tro, inscríbase en el círculo mayor BTAE, un polígono equiláte
ro y de un número par de lados que no toque al círculo menor

ZH(-); sean BK. K,\, a m . m e  sus lados en el cuadrante BE, y una 
vez trazada KA. prolongúese hasta N, y levántese a partir del 
punto A. AE formando ángulos rectos con el plano del círculo 
BI AE y encuentre la superficie de la esfera en el punto E; trá
cense planos a través de AE y cada una de las (rectas) BA, KN: 
entonces, por las razones antedichas producirán círculos máxi
mos en la superficie de la esfera. Prodúzcanse y sean BEA, KEN 
sus semicírculos sobre los diámetros BA, KN. Y puesto que EA 
forma ángulos rectos con el plano del círculo BEAE, entonces, 
todos los planos que pasan por EA forman ángulos rectos con 
el plano del círculo Bl AE (XI 18); de modo que los semicírcu

los BEA, KEN forman ángulos rectos con el plano del círculo 
BrAE. Y como BEA, BEA, KEN son semicírculos iguales —por
que tienen los diámetros iguales BA, KN— los cuadrantes BE, 
BE, KE son iguales entre sí. Entonces, cuantos lados del polígo
no hay en el cuadrante BE, tantos hay también en los cuadran
tes BE, KE, iguales a las rectas BK, KA, AM, ME. Inscríbanse y 
sean BO, orí, riP, PE, KX, XT, TY, YE, y trácense XO, Tfl, YP, y 
trácense, desde los puntos O, X perpendiculares al plano del 
círculo BrAE [XI 11]; entonces, caerán sobre las secciones co
munes de los planos BA, KN: porque los planos de los (semicír
culos) BEA, KEN forman ángulos rectos con el plano del círculo 
BrAE. Caigan y sean ot>, XX, y trácese xc>. Ahora bien, como 
en los semicírculos iguales BEA, KEN se han quitado las (rec
tas) iguales BO, kx y se han trazado las perpendiculares cw>, 
EX; (entonces) OO es igual a XX y B<¡> a KX (III 27 y I 26]. Pero 
la (recta) entera BA también es igual a la (recta) entera KA; en
tonces, la restante 4>A es igual a la restante XA; luego, como B<t> 
es a «t>A, así KX a XA; por tanto, E«D es paralela a KB |VI 2], Y 
como cada una de las (rectas) oo, XX forma ángulos rectos con 
el plano del círculo BrAE, entonces o o  es paralela a XX |XI 6|. 
Pero se ha demostrado que es igual a ella; luego x<t>, XO son 
también iguales y paralelas (I 33]. Y como x<t> es paralela a XO, 
mientras que X<t> es paralela a KB; entonces XO es también pa
ralela a KB (XI 9¡. Y BO, KX las unen (por sus extremos), en
tonces, el cuadrilátero KBOX está en un plano: porque, si hay 
dos rectas paralelas y se toman puntos al azar en ellas, la recta 
que une los puntos está en el mismo plano que las paralelas 
(XI 7], Por lo mismo, entonces, cada uno de los cuadriláteros 
XOnT, TEIPY están también en un plano (XI 2], Y también el 
triángulo YPS está en un plano. Entonces, si consideramos rec
tas trazadas desde los puntos O, X, n , T, P, Y hasta el (punto) A. 
se construirá una figura poliédrica sólida entre las circunferen
cias BE, KE compuesta de pirámides cuyas bases son los cua
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d r i lá te r o s  KBOX, XOEIT, TríPY y  eJ triángulo Y PE y  el vértice el 
punto A. Pero, si seguimos la misma construcción en el caso de 
cada uno de los lados k a , a m , ME, como en el caso de BK, y 
además en el caso de los tres cuadrantes que quedan, se cons
truirá una figura poliédrica inscrita en la esfera comprendida 
por pirámides cuyas bases son dichos cuadriláteros y el trián
gulo Y PE y los correspondientes a ellos y su vértice el punto A.

Digo que dicho poliedro no tocará la esfera menor en la su
perficie en la que está el círculo ZH6.

Trácese del p u n to  a al plano del cuadrilátero KBOX la per
pendicular AT y encuentre el plano en el punto y  [XI 11], y 
trácense yB, yK. Ahora bien, como A^ forma ángulos rectos 
con el plano del cuadrilátero KBOX, entonces también forma 
ángulos rectos con todas las rectas que la tocan y están en el 
plano del cuadrilátero [XI Def. 3[. Luego Ay forma ángulos 
rectos con cada una de las (rectas) By, yK. Y como AB es igual 
a AK, el cuadrado de AB es también igual al cuadrado de ak. Y 
los cuadrados de Ay, yB son iguales al cuadrado de AB: porque 
el ángulo correspondiente a y  es r e c to  |1 47}. Y los cuadrados 
Ay, yK son iguales al cuadrado de AK [id.]. Luego los cuadra
dos de Ay, yB son iguales a los cuadrados de Ay, yK. Quítese 
de ambos el de Ay; entonces el cuadrado restante, el de By, es 
igual al cuadrado restante, el de yK; luego By es igual a yK. 
Demostraríamos de manera semejante que las rectas trazadas 
desde y  hasta O, X son iguales a cada una de las (rectas) By, 
yK. Luego el círculo descrito con centro y  y, como distancia, 
una de las (rectas) yB, yK pasará también a través de o, X y 
KBOX será un cuadrilátero en un círculo.

Y como KB es mayor que X<l>, mientras que X<1> es igual a 
XO, entonces KB es mayor que XO. Pero KB es igual que cada 
una de las (rectas) KX, BO; luego cada una de las (rectas) KX, 
BO es mayor que X. Y como KBOX es un cuadrilátero en un cír
culo, y KB, BO, KX son iguales y OX menor y By es el radio del

círculo, entonces, el cuadrado de KB es mayor que el doble del 
cuadrado de By. Trácese la perpendicular KU del (punió) K a la 
(recta) B«t>. Y como BA es menor que el doble de AU, y, como 
BA es a AU, así el (rectángulo comprendido) por AB, BU al (rec
tángulo comprendido) por a u . u b . si construimos el cuadrado 
de BU y completamos el paralelogramo sobre 12A. entonces, el 
(rectángulo comprendido) por AB. BU es menor que el doble 
del (rectángulo comprendido) por AU, UB. Y si se traza Ka. el 
(rectángulo comprendido) por AB, BU es igual al cuadrado de 
BK, y  el (rectángulo comprendido) por a u . u b  es igual al cua
drado de KU [III 31, VI 8 y Por.|; luego el cuadrado de KB es 
menor que el doble del cuadrado de KU. Pero el cuadrado de 
KB es mayor que el doble del cuadrado de BS'; entonces el cua
drado de KU es mayor que el cuadrado de B y. Ahora bien, 
como BA es igual a KA, el cuadrado de BA es igual al cuadrado 
de AK. Y los cuadrados de B y. yA  son iguales al cuadrado de 
BA, y los cuadrados de KU, UA son iguales al cuadrado de KA (1 
47]; luego los cuadrados de B y, y A  son iguales a los cuadrados 
de KU, UA, de los cuales el cuadrado de KU es mayor que el de 
By; por tanto, el cuadrado restante, el de UA es menor que el 
cuadrado de yA. Luego A y es mayor que AU; entonces A y es 
mucho mayor que AH. Y A y está en una base del poliedro y AH 
en la superficie de la esfera menor; de modo que el poliedro no 
toca la esfera menor en su superficie.

Por consiguiente, dadas dos esferas con el mismo centro, 
se ha inscrito, en la esfera mayor, un sólido poliedro que no 
toca la esfera menor en su superficie. Q E. F

Porisma:
Pero también, si se inscribe en otra esfera un sólido polie

dro semejante al sólido poliedro inscrito en la esfera BTAE, el 
sólido poliedro (inscrito) en la esfera BEAE guarda con el sóli
do poliedro (inscrito) en la otra esfera una razón triplicada de 
la que el diámetro de la esfera BTAE guarda con el diámetro

31W
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de la otra esfera. Pues si se dividen los sólidos en sus pirámi
des semejantes en número y disposición, las pirámides serán 
semejantes. Pero las pirámides semejantes guardan entre sí una 
razón triplicada de la de sus lados correspondientes [XII 8 
Por.]. Entonces, la pirámide cuya base es el cuadrilátero KBOZ 

y su vértice el punto A guarda con la pirámide dispuesta de 
modo semejante en la otra esfera una razón triplicada de la que 
el lado correspondiente guarda con el lado correspondiente, es 
decir, de la que el radio AB de la esfera con centro A (guarda) 
con el radio de la otra esfera. De manera semejante, cada pirá
mide de las de la esfera con centro A guardará con cada pirámi
de dispuesta de manera semejante de la otra esfera una razón 
triplicada de la que (guarda) AB con el radio de la otra esfera. 
Ahora bien, como uno de los antecedentes es a uno de los con
secuentes, así todos los antecedentes a todos los consecuentes 
[V 12); de modo que el sólido poliedro entero (inscrito) en la 
esfera con centro A guardará con el sólido poliedro entero (ins
crito) en la otra esfera una razón triplicada de la que AB guarda 
con el radio de la otra esfera, es decir, de la que el diámetro BA 

guarda con el diámetro de la otra esfera. Q. E D.

Proposición 18

Las esferas guardan entre sí una razón triplicada de la de 
sus respectivos diámetros.

Consideremos las esferas ABE, AEZ y  sus diámetros Br, EZ.

Digo que la esfera ABE guarda con la esfera AEZ una razón 
triplicada de la que BE guarda con EZ.

Pues, si la esfera ABE no guarda con la esfera AEZ una ra
zón triplicada de la que BE guarda con EZ, entonces, la esfera 
ABE guardará u n a  razón triplicada de la que BE guarda con EZ
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con una esfera menor que AEZ o con una mayor. Guárdela en 
primer lugar con la (esfera) menor H0K, y considérese AEZ en

tomo al mismo centro que H 8 K , e inscríbase en la esfera mayor 
el sólido poliedro AEZ que no toque la esfera menor H 0K  en su 
superficie [XII 17], e inscríbase también en la esfera ABE un 
sólido poliedro semejante al sólido poliedro (inscrito) en la es
fera AEZ; entonces el sólido poliedro (inscrito) en ABE guarda 
con el sólido poliedro (inscrito) en AEZ una razón triplicada de 
la que BE guarda con EZ [XII 17 Por.]. Pero la esfera ABE guar
da con la esfera H 0K  una razón triplicada de la que BE guarda 
con EZ; luego, como la esfera ABE es a la esfera H 0K , así el só
lido poliedro (inscrito) en la esfera ABE al sólido poliedro (ins
crito) en la esfera AEZ; y, por alternancia, como la esfera ABE 

es al sólido poliedro (inscrito) en ella, así la esfera H0K al sóli
do poliedro (inscrito) en la esfera AEZ [V 16]. Pero la esfera 
ABE es mayor que el poliedro (inscrito) en ella; luego la esfe-
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ra H0K es también mayor que el sólido poliedro (inscrito) en la 
esfera AEZ. Pero también menor -porque es comprendida por 
é l- por tanto, la esfera ABE no guarda con una esfera menor 
que AEZ una razón triplicada de la que el diámetro BT guarda 
con el (diámetro) EZ. De manera semejante demostraríamos 
que la esfera AEZ tampoco guarda con una esfera menor que 
ABr una razón triplicada de la que EZ guarda con Br.

Digo ahora que la esfera ABr tampoco guarda con una es
fera mayor que AEZ una razón triplicada de la que BE guarda 
con EZ.

Pues, si fuera posible, guárdela con la mayor a m n ; enton
ces, por inversión, la esfera AMN guarda con la esfera ABr una 
razón triplicada de la que el diámetro EZ guarda con el diáme
tro Br. Pero, como la esfera AMN es a la esfera ABr, así la esfe
ra AEZ a una esfera menor que ABr; porque AMN es mayor que 
AEZ, según se ha demostrado antes [XII 2 Lema]. Entonces la 
esfera AEZ guarda con una esfera menor que la esfera ABr una 
razón triplicada de la que EZ guarda con Br; lo cual se ha de
mostrado que es imposible. Por tanto, la esfera ABr no guarda 
con una esfera mayor que AEZ una razón triplicada de la que 
Br guarda con EZ. Pero se ha demostrado que tampoco con una 
menor.

Por consiguiente, la esfera ABr guarda con la esfera AEZ 
una razón triplicada de la que B r guarda con EZ. Q. E. D.

LIBRO DECIMOTERCERO

Proposición 1

Si se corta una línea recta en extrema y media razón, el 
cuadrado del segmento mayor junto con el de la mitad de la 
(recta) entera es cinco veces el cuadrado de la mitad.

Córlese pues la línea recta AB en extrema y media razón por 
el punto r, y sea a  r  el segmento mayor, prolongúese la recta A A 

en línea recta con e a  y hágase a a  (igual a) la mitad de AB.
Digo que el cuadrado de EA es 

cinco veces el cuadrado de a a .

Pues construyanse los cuadrados 
AE, aZ de AB, AE e inscríbase la figu
ra en AZ; prolónguese z r  hasta H. °
Ahora bien, como AB se ha dividido 
en extrema y media razón por r ,  en- a 

tonces el (rectángulo comprendido) 
por AB, BE es igual al cuadrado de AE 
[VI Def. 3 y VI 17). Y el (rectángulo 
comprendido) por AB, BE es EE, 
mientras que el (cuadrado) de AE es 
ze; entonces, EE es igual a Z0. Y como BA es el doble de a a , 

mientras que BA es igual a KA y a a  a A0, entonces KA también
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es el doble de A0. Pero, como KA es a A0, así TK a re [VI 1]; 
luego n i  es el doble de re. Pero también A0, 0 r  son el doble 
de re. Entonces Kr es igual a a©, er. Pero se ha demostrado 
que TE también es igual a 0Z; luego el cuadrado entero AE es 
igual al gnomon [II Def. 2] MNS. Y como BA es el doble de AA, 
el cuadrado de BA es el cuádruple del cuadrado de AA, es decir, 
AE (el cuádruple) de A6. Pero AE es igual al gnomon [II Def. 2] 
MNE; entonces el gnomon MNE es el cuádruple de AO; luego el 
(cuadrado) entero AZ es cinco veces AO. Ahora bien, AZ es 
el cuadrado de Ar, mientras que AO es el cuadrado de aa ; por 
tanto, el cuadrado de TA es cinco veces el cuadrado de AA.

Por consiguiente, si se corta una recta en extrema y media 
razón, el cuadrado del segmento mayor junto con el de la mi
tad de la (recta) entera es cinco veces el cuadrado de la mitad. 
Q. E. D .70.

ú,

70 Las cinco primeras proposiciones de este libro tienen más bien el carác
ter de lemas requeridos para pruebas posteriores. Es probable que procedan de 
Eudoxo. pues Proclo (pág. 67,6) dice que Eudoxo «incrementó considerable
mente el número de teoremas referidos a la sección a partir de Platón». Es de 
suponer que se trate de la sección áurea.

Los mss contienen una curiosa adición a XtlI 1-5 que ofrece análisis y 
síntesis de cada una de estas proposiciones. Se trata de un apéndice titulado 
«¿Qué es análisis y qué es síntesis?» y prosigue: *Análisis es la asunción de lo 
buscado como si ya fuera admitido (y el acceso) por medio de sus implicacio
nes a algo que se reconoce verdadero. Síntesis es una asunción de lo que es re
conocido (y el acceso) por medio de sus implicaciones a algo que se admite 
como verdadero |o. según B y V, a la consecución de lo buscado]». Puede que 
la matemática griega no haya legado a la posteridad dos nociones metodológi
cas más sugerentes y más problemáticas que éstas. Los problemas ya nacen de 
los textos mismos: hay tres versiones clásicas del proceder por análisis y sín
tesis. a saber: la presente interpolación en los Elementos, la glosa de Parpo 
(Synagdgé, VII 634-636, mucho más extensa) y una breve referencia existente 
en un comentario de Herón a los Elementos II transmitido por al-Nayrizi; to
das ellas se prestan a equívocos. Los problemas siguen en los diversos planos 
en que pueden entenderse ambos procedimientos complementarios y guardan
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Si el cuadrado de una línea recta es cinco veces el de un 
segmento de ella, cuando se corta el doble de dicho segmento 
en extrema y media razón, el segmento mayor es la parte res
tante de la recta inicial.

Sea, pues, el cuadrado de la línea recta AB cinco veces el 
de su segmento Ar, y sea ta el doble de Ar.

Digo que si se corta TA A 
en extrema y media razón, el 
segmento mayor es TB.

Pues construyanse los 
cuadrados AZ, TH de AB, TA 
respectivamente, e inscríba
se la figura en AZ; trácese 
BE. Y como el cuadrado de

A
BA es cinco veces el de Ar, 
el cuadrado de AZ es cinco 
veces el de A©. Entonces el 
gnomon MNE es el cuádruple 
de A©. Y como Ar es el do
ble de TA, entonces el cua
drado de AT es el cuádruple del cuadrado de TA, es decir TH el 
(cuádruple) de A©. Pero se ha demostrado que el gnomon MNE

relación con el sentido de uno y otro proceder en cada plano. Cabe entender 
que se mueven en el plano de las técnicas de resolución de problemas geomé
tricos y, entonces, dirían relación a dos vías solidarias de invención y de con
firmación de la solución buscada, aparte de hacer referencia a otras nociones 
como la de diorismós. Cabe entender que se mueven en el plano de la prueba 
de teoremas o proposiciones y, entonces, dirían relación a dos procesos de in
ferencia: uno parte de la proposición objeto de la prueba, como si se tratara de
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también es el cuádruple de A 0 ; luego el gnomon MNE es igual 
a TH. Y como Ar es el doble de TA, mientras que Ar es igual a 
l~K, y A r a re, entonces KB es también el doble de B e  [V I 1[. 

Pero A 0, 0B son el doble de BB; luego KB es igual a A 0 , 0B. 
Pero se ha demostrado que el gnomon entero MNE es igual al 
(cuadrado) entero TH; entonces el resto 0Z es igual a BH. Y BH 

es el (rectángulo comprendido) por I'A, AB, porque Ta es igual 
a AH; pero 0Z es el cuadrado de TB; luego el (rectángulo com
prendido) por LA, AB es igual al cuadrado de LB. Por tanto, 
como Ar es a I B, así I B a BA. Ahora bien, Ar es mayor que TB, 
entonces también I B es mayor que BA. Luego, cuando se corta

una asunción táctica o provisional, y se dirige, mediante el análisis de sus pre
suposiciones, hacia unos supuestos básicos o unos principios congruentes; la 
síntesis, a su vez, toma pie en estos principios para establecer en un proceso 
normal de deducción de consecuencias la proposición en cuestión como un te
orema. No faltan, en cualquier caso, nuevos problemas bien de orden lógico 
—ya advertidos por Aristóteles (e. g. en Analíticos Segundos 78a7-13)—, bien 
de orden metodológico. Es probable que ambas nociones pasaran de una apli
cación inicial en el ámbito de la resolución de problemas a una proyección 
posterior en el ámbito de las proposiciones gobernadas por principios y defini
ciones, aunque nunca perdieran su capacidad heurística y sus usos resolutorios 
a juzgar por testimonios como el de Pappo. Puede verse un sucinto panorama 
de estas cuestiones y de su proyección sobre discusiones actuales en lógica y 
en filosofía de las matemáticas, en L. Vega, La trama de la demostración. 
págs. 90-92. Para colmo, la historia posterior de este legado matemático grie
go se ha complicado con nuevas confusiones: por ejemplo, las ideas sobre el 
análisis y la síntesis se reciben en el Occidente medieval de los ss. XIII-XV 
entremezcladas con otros procedimientos un tanto análogos de investigación e 
explicación causal (resolutio, compositio), que tienen que ver con la tradición 
arábigo-galénica mucho más que con la tradición arábigo-euclidiana. Un de
senlace de estas y otras aventuras es la multiplicidad de sentidos que las no
ciones de análisis y de síntesis alcanzan a tener con el desarrollo de la ciencia 
moderna (e. g. desde su uso en Descartes hasta su uso en Newton), tanto den
tro como fuera de las matemáticas. Puede dar una idea al respecto D. Ol- 
droyd. El arco del conocimiento, Barcelona, 1993; e. g.. págs. 45-51. 60-63, 
117-118, 125-129.

la re c ta  LA e n  e x tr e m a  y m e d ia  ra zó n , e l s e g m e n to  m a y o r  es 
TB.

Por consiguiente, si el cuadrado de una linea recta es cinco 
veces el de un segmento de ella, cuando se corta el doble de 
dicho segmento en extrema y media razón, el segmento mayor 
es la parte restante de la recta inicial. Q i: D

L ema

Hay que demostrar como sigue que el doble de al es ma
yor que B f .

Porque, si no, sea BL, si es posible, el doble de I A; enton
ces, el cuadrado de BT es cuatro veces el de LA; luego los cua
drados de BL, la  son cinco veces el de I a . Pero se ha supues
to que el cuadrado de BA es cinco veces el de I a ; entonces el 
cuadrado de BA es igual a los (cuadrados) de BT, LA; lo cual es 
imposible |II 4 |.  Por tanto, I B no es el doble de Al". De mane
ra semejante demostraríamos que tampoco una recta menor 
que TB es el doble de l a ; porque es todavía más absurdo.

Por c o n s i g u i e n t e ,  e l  d o b l e  d e  Al" e s  m a y o r  q u e  I B. 
Q. E. D. 71.

Proposición 3

Si se corla una línea recia en extrema y media razón, el 
cuadrado del segmento iHenor junio con el de la mitad del seg
mento mayor es cinco veces el cuadrado de la mitad del 
segmento mayor.

71 Heiberg duda con razón de la autenticidad del lema y no deja de pare- 
cerle insólito o desmesurado el estilo empleado en la alusión a la reducción al 
absurdo Dice literalmente: Dubito an hoc ¡entina genuinum non sit. ñeque 
enim opus est. et dicendi genus Un. 18 paulo insolentius est.
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Córtese, pues, una recta AB en extrema y media razón por 
el punto r, y sea Ar el segmento mayor, y divídase Ar en dos 
partes iguales por el (punto) A.

Digo que el cuadrado de BA es cinco veces el de Ar.
Pues construyase el cuadrado AE de AB, e inscríbase la fi

gura doble. Como Ar es el doble de Ar, entonces el cuadrado

de A r es el cuádruple del (cuadrado) de Ar, es decir PI (el cuá
druple) de ZH. Y como el (rectángulo comprendido) por AB, Br 
es igual al cuadrado de AT, y el (rectángulo comprendido) por 
AB, Br es TE, entonces TE es igual a PI. Pero PI es el cuádruple 
de ZH; luego TE es también el cuádruple de ZH. Puesto que AA 

es. a su vez, igual a Ar, también 0K  es igual a KZ. De modo que 
el cuadrado HZ es igual al cuadrado 0A . Luego HK es igual a 
KA, es decir MN a NE; de modo que MZ es también igual a ZE. 
Pero MZ es igual a TH; entonces TH es igual a ZE. Añádase a 
ambos TN; entonces el gnomon EOn es igual a TE. Pero se ha 

demostrado que TE es el cuádruple de HZ; luego el gnomon 
EOIl es también el cuádruple del cuadrado ZH. Por tanto el gno
mon EOIl y el cuadrado ZH son cinco veces ZH. Pero el gnomon 
EOn y el cuadrado ZH son el (cuadrado) AN. Y AN es el cuadra
do de AB. mientras que HZ es el cuadrado de Ar. Por tanto, el 
cuadrado de AB es cinco veces el (cuadrado) de AE. Q E. D.
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Proposición 4

Si se corta una línea recta en extrema y media razón, el 
cuadrado de la recta entera y el del segmento menor juntos 
son el triple del cuadrado del segmento mayor.

Sea AB la recta y córtese en extrema y media razón por el 
punto r ,  y sea AT el segmento mayor.

Digo que los cuadrados de AB, Br son el triple del cuadra
do de TA.

Construyase, pues, el cuadrado aaEB de AB e inscríbase la 
figura. Pues bien, como AB se ha cortado en extrema y media

B

K

E

1» ti .-q
f

razón por r, y Ar es el segmento mayor, entonces el (rectángu
lo comprendido) por AB, Br es igual al cuadrado de Ar [VI 
Def. 3; VI 17]. Y el (rectángulo comprendido) por AB, Br es 
AK, mientras que el (cuadrado) de Ar es 0H; entonces AK es 
igual a 0H. Y como AZ es igual a ZE, añádase a ambos r K; en
tonces el (área) entera AK es igual al (área) entera TE; luego 
AK, TE son el doble de AK. Pero AK, TE son el gnomon AMN 
y el cuadrado nc; entonces el gnomon AMN y el cuadrado TK 
son el doble de AK. Pero además se ha demostrado que AK es

'j4
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igual a 0 H ; luego el gnomon a m n  y los cuadrados FK, ©H son 
el triple del cuadrado ©H. Ahora bien, el gnomon AMN y los 
cuadrados TK, ©H son el (cuadrado) entero a e  y TK, que son 
precisamente los cuadrados de AB, Br, mientras que H© es el 
cuadrado de A r. Por tanto, los cuadrados de AB, Br son el tri
ple del cuadrado de A f. Q. E. D.

Proposición 5

Si se corta una línea recta en extrema y media razón y se le 
añade (otra) igual al segmento mayor, la recta entera queda 
cortada en extrema y media razón, y la recta inicial es el seg
mento mayor.

Córtese, pues, la línea recta AB en extrema y media razón 
por el punto r; sea A r el segmento mayor y (hágase) aa igual a 
AF.

Digo que la recta AB se ha cortado en extrema y media ra
zón por el punto A, y que la recta inicial, AB, es el segmento 
mayor.

Pues construyase el cuadrado AE de AB, e inscríbase la fi
gura. Como AB se ha cortado en extrema y media razón por el

punto r, entonces el (rectángulo comprendido) por AB, Bl es 
igual al (cuadrado) de AT [VI Def. 3; VI 17], Ahora bien, el 
(rectángulo comprendido) por Alt, Bl es 11-:, mientras que 
el cuadrado de a t  es l ©; entonces FE es igual a tí! . Pero ©E es 
igual a TE, y A© a or; entonces. A© es igual a ©F.. Luego 
el (área) entera AK es igual al (área) entera AE. Y AK es el (rec
tángulo comprendido) por BA. AA, porque a a  es igual a a a ; 

mientras que AE es el (cuadrado) de AB; luego el (rectángulo 
comprendido) por BA, aa  es igual al (cuadrado) de AB. Enton
ces, como AB es a BA, así BA a AA [VI 171. Pero AB es mayor 
que BA; luego BA es también mayor que a a  | VI I4|.

Por consiguiente, se ha cortado AB en extrema y media ra
zón por el (punto) A, y AB es el segmento mayor. © E. D

Proposición 6 7-

Si una recta expresadle se corta en extrema y media razón, 
cada uno de los segmentos es la (recta) sin razón expresadle 
llamada apótomu.

Sea AB la recta expresable y córtese en extrema y media ra
zón por el punto r, y sea Ar el segmento mayor.

7- Esta proposición parece interpolarla. P cuenta con ella, pero el copista 
dice que «este teorema no se encuentra en la mayoría de las copias de nueva 
recensión, si bien se halla en las copias de la anticua» En primer lugar, hay un 
escolio a XIII 17 que prueba lo mismo que XIII 6 y que no tendría sentido si 
XIII 6 lo hubiera precedido. De ahí se infiere que. cuando el escolio fue escri
to. esta proposición no se habría interpolado todavía. Por otra parte. P tiene 
esta proposición antes de la prueba alternativa de XIII 5; esta prueba se consi
dera interpolada y parece que XIII 6 debe ser una interpolación posterior que 
la separa de la proposición a que pertenecía. Por último, existen razones para 
sospechar de la propia proposición porque, mientras el enunciado establece 
228. —  11
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Digo que cada una de las (rectas) A r, TB es la (recta) sin ra
zón expresable llamada apótoma.

Prolónguese, pues, BA y hágase aa (igual) a la mitad de BA. Pues bien, como la recta AB se ha cortado en extrema y
A- ----------%-------------- 5----------?

m e d ia  ra z ó n  p o r  e l p u n to  r  y se  h a  a ñ a d id o  a l s e g m e n to  m ay o r 

AT la  ( re c ta )  a a  q u e  e s  la m ita d  d e  AB, e n to n c e s  el c u a d ra d o  de 

I'A e s  c in c o  v e c e s  el d e  AA (X III  11. L u e g o  e l ( c u a d ra d o )  d e  TA 

g u a rd a  c o n  e l (c u a d ra d o )  d e  AA la  ra z ó n  q u e  un  n ú m e ro  g u a rd a  

c o n  u n  n ú m e ro ;  p o r  ta n to  e l (c u a d ra d o )  d e  TA e s  c o n m e n s u ra 

b le  c o n  e l ( c u a d ra d o )  d e  AA fX  6 ). P e ro  e l ( c u a d ra d o )  d e  AA es 

e x p r e s a b le .  p o rq u e  a a  e s  e x p r e s a b le .  s ie n d o  la  m ita d  d e  AB 

q u e  e s  e x p re sa b le :  e n to n c e s  e l c u a d ra d o  d e  I'A e s  e x p re sa b le  [X 

D e l. 4 ) . L u e g o  I'A ta m b ié n  e s  e x p re s a b le .  A h o ra  b ie n , c o m o  el 

(c u a d ra d o )  d e  r'A n o  g u a rd a  c o n  e l c u a d ra d o  d e  AA la  ra z ó n  que  

u n  n ú m e ro  c u a d ra d o  g u a rd a  c o n  u n  n ú m e ro  c u a d ra d o , e n to n 

c e s  í'A e s  in c o n m e n su ra b le  e n  lo n g itu d  c o n  a a  [X  9 ); lu e g o  TA, 

AA so n  ( re c ta s )  c x p rc s a b lc s  c o n m e n s u ra b le s  só lo  e n  c u a d ra d o ; 

p o r  ta n to , Al e s  u n a  a p ó to m a  [X  7 3 1. A su  v e z . c o m o  AB se  ha 

c o r ta d o  e n  e x tre m a  y m e d ia  ra z ó n  y su  s e g m e n to  m a y o r  e s  A f. 

e n to n c e s  el ( r e c tá n g u lo  c o m p re n d id o )  p o r  AB. Bl e s  ig u a l al 

c u a d ra d o  d e  Al |V I  D ef. 3, V I 17 1. L u e g o  e l c u a d ra d o  d e  la 

a p ó to m a  Al', a p lic a d o  a  la  ( re c ta )  e x p re s a b le  AB. p ro d u c e  la  a n 
c h u ra  BP; p e ro  e l c u a d r a d o  d e  u n a  a p ó to m a .  a p l ic a d o  a u n a

que cada segm ento de recta es una apótoma. la proposición añade que el seg
m ento menor es una primera apótoma. punto que no está presente en el esco
lio en p. Lo que realm ente se requiere en XIII 17 es que el segm ento mayor 
sea una apótoma. Es probable que Euclides asum iera que este hecho resulta
ba bastante claro a partir de XIII I. y que ni escribiera XIII 6 ni la referencia 
a su enunciado en XIII 17

Sí-,. , l .'muu.m
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(recta) expresable, produce como anchura una primera apóto
ma IX 97]; por tanto TB es una primera apótoma. Pero se ha 
demostrado que TA es también una apótoma.

Por consiguiente, si una recta expresable se corta en extre
ma y media razón, cada uno de los segmentos es la (recta) sin 
razón expresable llamada apótoma.

Proposición 7

Si tres ángulos de un pentágono equilátero, sean sucesivos 
o no, son iguales, el pentágono será equiangular.

Sean, pues, en primer lugar, iguales entre sí, los tres ángu
los sucesivos correspondientes a A, B, r, del pentágono equilá
tero ABrAE.

A

Digo que el pentágono ABrAE es equiangular.
Pues trácense Ar, BE, ZA. Y como los dos (lados) TB, BA 

son iguales respectivamente a BA, AE, y el ángulo TBA es igual 
al ángulo BAE, entonces, la base A r es igual a la base BE, y el 
triángulo ÁBr es igual al triángulo ABE y los ángulos restantes,
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aquellos a los que subtienden los lados iguales, serán también 
iguales respectivamente [I 4], es decir: el (ángulo) BrA al (án
gulo) BEA, y el (ángulo) ABE al (ángulo) TAB; de modo que el 
lado AZ es también igual al lado BZ [1 6], Pero se ha demostra
do que la (recta) entera Ar es también igual a la (recta) entera 
BE; luego la (parte) restante ZT es igual a la (parte) restante ZE. 
Pero TA también es igual a AE. Entonces los dos (lados) zr, TA 
son iguales a los dos (lados) ZE, Ea ; y  su base ZA es común; en
tonces el ángulo zrA es igual al (ángulo) ZEA [I 8], Pero se ha 
demostrado que también el (ángulo) BrA es igual al (ángulo) 
AEB; entonces el ángulo entero BrA es igual al ángulo entero 
AEA. Ahora bien, se ha supuesto que el (án g u lo '  - igual a 
los ángulos correspondientes ¡ucr-o el * i a LA es
igual a los ángulos correspondíais a A, B. De manera seme
jante demostraríamos que el ángulo EAE es también igual a los 
ángulos correspondientes a A, B, r. Por tanto, el pentágono 
ABrAE es equiangular.

Pero ahora no sean iguales los ángulos sucesivos, sino que 
sean iguales los correspondientes a  los puntos A, r, A.

Digo que también en ¡. < -aso el pentágono ABrAE es 
equiangular.

Trácese, pues, Ba . Y como los dos (lados) b , on igua
les a los dos (lados) Br, r .¡aprenden ángulos iguales, en
tonces la base BE es igual a la base BA, y el triángulo ABE es 
igual al triángulo BrA, y los ángulos restantes, aquellos a los 
que subtienden ángulos iguales, serán también iguales respec
tivamente (1 4). Luego el ángulo AEB es igual al ángulo TAB. 
Pero el ángulo BEA es también igual al ángulo BAE, porque el 
lado ni t también iguaí .o i< \ (I . ¡. Entonces, el ángulo 
enti -\! i  es igual al ángulo entero TAE. Pero se ha supuesto 
que el ángulo TAE es igual a los ángulos A, r; luego el ángulo 
AEA es igual a los correspondientes a A, r. Por lo mismo el án
gulo ABr es también igual a los ángulos correspondientes a A,

r ,  A. Por c o n s ig u ie n te ,  e l p e n tá g o n o  ABI'AE e s  e q u ia n g u la r .  

Q. E. D.

Proposic ión 8

Si en un pentágono equilátero y equiangular, unas rectas 
subtienden dos ángulos sucesivos, se cortan entre sí en extre
ma y media razón y sus segmentos mayores son iguales al lado 
del pentágono.

Subtiendan las rectas AT, BE que se cortan en el punió o  a 
los dos ángulos sucesivos correspondientes a A, B del pentágo
no equilátero y equiangular ABrAE.

A

Digo que cada una de ellas queda cortada en extrema y me
dia razón por el punto e , y que sus segmentos mayores son 
iguales al lado del pentágono.

Circunscríbase, pues, en torno al pentágono ABI'AE. el círcu
lo ABrAE. Y como las dos rectas EA, AB son iguales a las dos 
(rectas) AB, Br y comprenden ángulos iguales, entonces, la base 
BE es igual a la base AT, y el triángulo ABE es igual al triángulo 
ABr y los ángulos restantes, aquellos a los que subtienden los la
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dos iguales, serán también iguales respectivamente [14]. Enton
ces el ángulo B A r es igual al ángulo ABE; luego el (ángulo) A9E 

es el doble del (ángulo) BAr, porque la circunferencia EAr es 
también el doble de la (circunferencia) TB [III 28, VI 33]; enton
ces el ángulo 0AF es igual al (ángulo) ASE; de modo que tam
bién la recta 0 E es igual a la (recta) EA, es decir, es igual a la 
recta AB |I 6|. Y como la recta BA es igual a la (recta) AF.. tam
bién el ángulo ABE es igual al (ángulo) AEB |l 5|. Pero se ha de
mostrado que el ángulo ABE es igual al ángulo BA0; luego el 
(ángulo) BEA también es igual al (ángulo) BAO. Y el ángulo ABE 

es común a los dos triángulos ABE y ABe; entonces el ángulo 
restante BAE es igual al (ángulo) restante A0B [I 32]; luego el 
triángulo ABE tiene sus ángulos iguales a los del (triángulo) 
a Bí-); por tanto, proporcionalmente, como EB es a BA, así AB a 
B0 | VI 4|. Pero BA es igual a E0; entonces, como BE es a E0, así 
F.0 a 0B. Pero BE es mayor que E0, luego E© es mayor que 0B 
|V 14). Por tanto, BE queda cortada en extrema y media razón 
por el punto 0 , y su segmento mayor 6E es igual al lado del pen
tágono. De manera semejante demostraríamos que Ar también 
queda cortada en extrema y media razón por el punto 0, y que 
su segmento mayor 10 es igual al lado del pentágono. Q F. I)

P roposición ó

S i  s e  u n e n  e l  l u d a  d e  u n  h e x á g o n o  y  e l  d e  u n  d e c á g o n o  i n s 

c r i t o s  e n  e l  m i s m o  c í r c u l o ,  l a  r e c t a  e n t e r a  q u e d a  c o r t a d a  e n  

e x t r e m a  y  m e d i a  r a z ó n ,  y  s u  s e g m e n t o  m a y o r  e s  e l  l a d o  d e l  h e 

x á g o n o .

Sea ABr el círculo y, de las figuras inscritas en el círculo 
ABr, sea Br el lado del decágono y TA el del hexágono, y estén 
en línea recta.

l i b r o  x tn 327

Digo que la recta entera BA queda cortada en extrema y 
media razón y que su segmento mayor es el lado del hexágono.

Tómese, pues, el punto E como centro del círculo, y trácen
se EB, Er, EA, y prolongúese BE hasta A. Como BE es el lado 
del decágono equilátero, entonces la circunferencia AI B es cin
co veces la circunferencia B r; luego la circunferencia Ar es el 
cuádruple de TB. Pero, como la circunferncia A r es a la circun
ferencia r B, así el ángulo AEr al (ángulo) TEB [VI 33); enton
ces el (ángulo) AEr es el cuádruple del ángulo TEB. Y como el 
ángulo EBr es igual al (ángulo) ErB [I 5], entonces el ángulo 
AEr es el doble del (ángulo) ErB (I 32]. Y como la recta Er es 
igual a la (recta) TA, porque cada una de ellas es igual al lado 
del hexágono inscrito en el círculo ABT [IV 15 Por.], el ángulo 
TEA es también igual al ángulo tae [I 5J; entonces el ángu
lo ErB es el doble del (ángulo) EAr [I 32], Pero se ha demostra
do que el (ángulo) Er B es el doble del (ángulo) A El'; luego el 
(ángulo> AEr es el cuádruple del (ángulo) EAr. Pero se ha de
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m o s tra d o  q u e  e l á n g u lo  A E r e s  e l c u á d ru p le  d e l á n g u lo  BEr; 
lu e g o  e l (á n g u lo )  EAr e s  ig u a l a l (á n g u lo )  BEr. A h o ra  b ie n , e l 

á n g u lo  EBA e s  c o m ú n  a  lo s  d o s  t r iá n g u lo s  B E r y  b e a ; e n to n c e s  

e l (á n g u lo )  re s ta n te  BEA e s  ig u a l al á n g u lo  re s ta n te  ErB [I 3 2 ]; 

lu e g o  e l t r iá n g u lo  EBA e s  d e  á n g u lo s  ig u a le s  a  lo s  d e l t r iá n g u lo  

EBr. P o r  ta n to ,  p ro p o rc io n a lm e n te ,  c o m o  AB e s  a  BE, así.E B  a  

BE [V I 4 ] , P e ro  EB e s  ig u a l a  Ta . L u e g o , c o m o  b a  e s  a  Ar, a s í  

Ar a  TB. P e ro  BA e s  m a y o r  q u e  Ar; e n to n c e s  Ar ta m b ié n  e s  m a 

y o r  q u e  EB. P o r  ta n to , BA q u e d a  d iv id id a  e n  e x tre m a  y  m e d ia  

ra z ó n  y  su  s e g m e n to  m a y o r  e s  Ar. Q. E. D.

PKOI’OSICIÓN lü

Si se inscribe un pentágono equilátero en un círculo, el 
cuadrado del lado del pentágono es igual a los (cuadrados) de 
los (lados) del hexágono y el decágono inscritos en el mismo 
círculo.

Sea ABrAE el círculo, e inscríbase en el círculo ABrAE el 
pentágono equilátero ABrAE.

Digo que el cuadrado del lado del pentágono ABrAE es 
igual a los de los lados del hexágono y el decágono inscritos 
en el círculo ABrAE.

Pues tómese el punto z como centro del círculo y, una vez 
trazada AZ, prolongúese hasta el punto H; trácese ZB y  trácese, 
desde Z, ZÓ perpendicular a AB, y prolongúese hasta el (punto) 
K y trácense AK, KB; trácese a su vez ZA perpendicular a AK y 

prolongúese hasta M, y  trácese KN. Como la circunferencia 
ABrH es igual a la circunferencia AEAH y, en ellas, ABr es igual 
a a e a , entonces el resto, la circunferencia TH, es igual al resto, 
la circunferencia HA. Y TA es el (lado) del pentágono; entonces 
TH es el (lado) del decágono. Y como ZA es igual a ZB y  ze  es

perpendicular, entonces el ángulo a z k  es también igual al (án
gulo) KZB [I V, 1 2 6 ) . De modo que la circunferencia AK es

igual a KB [III 26), luego la circunferencia AB es el doble de la 
circunferencia BK; por tanto la recta AK es un lado del decágo
no. Por lo mismo AK también es el doble de KM. Ahora bien, 
como la circunferencia AB es el doble de la circuníerencia BK, 

mientras que la circunferencia TA es igual a la circunferencia 
AB, entonces la circunferencia TA es el doble de la circunferen
cia BK. Pero la circunferencia TA es el doble de la circunfe
rencia TH; luego la circunferencia nt es igual a la circunferen
cia BK. Pero BK es el doble de KM, porque también lo es KA; en
tonces ( H es el doble de KM. Pero además la circunferencia r B 

es el doble de la circunferencia BK, porque la circunferencia 
TB es igual a BA. Por tanto, la circunferencia entera HB es el do
ble de BM; de modo que también el ángulo HZB es el doble del 
ángulo BZM [VI 33]. Pero el (ángulo) HZB es también el doble 
del (ángulo) ZAB, porque el (ángulo) ZAB es igual al (ángulo)
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ABZ. Luego ei ángulo BZN es también igual al ángulo ZAB. Pero 
el ángulo ABZ es común a los dos triángulos ABZ, BZN; enton
ces el (ángulo) restante AZB es igual al (ángulo) restante BNZ [I 
32). Luego el triángulo ABZ es de ángulos iguales a los del 
triángulo BZN. Por tanto, proporcionalmente, como la recta AB 
es a la (recta) BZ, así ZB a BN [VI 4|: así pues, el (rectángulo) 
AB. BN es igual al cuadrado de BZ [VI 17[; como a su vez AA es 
igual a AK y AN es común y forma ángulos rectos, entonces la 
base KN es igual a la base AN |1 4): luego el ángulo AKN es igual 
al ángulo a a n . Pero el (ángulo) AAN es igual al (ángulo) KBN; 
entonces el (ángulo) AKN es igual al ángulo KBN. Y el (ángulo) 
correspondiente a A es común a los dos triángulos. AKB y AKN. 
Lntonces el (ángulo) restante AKB es igual al ángulo restante 
KNA [I 321; luego el triángulo KBA es de ángulos iguales a los 
del triángulo KNA. Por tanto, proporcionalmente, como la recta 
BA es a AK, así KA a AN [Vi 4); luego el (rectángulo) BA, AN es 
igual al cuadrado de AK (VI 17], Pero se ha demostrado que 
también el (rectángulo) AB. BN es igual al (cuadrado) de BZ; en
tonces el (rectángulo) AB, BN junto con el (rectángulo) BA, AN, 
que es el (cuadrado) de BA, es igual al (cuadrado) de BZ junto 
con el (cuadrado) de AK. Ahora bien. BA es el lado del pentágo
no. BZdel hexágono y  a k  del decágono.

Por consiguiente, el cuadrado del lado del pentágono regu
lar es igual al del hexágono y el decágono inscritos en el mis
mo círculo, (j. i i)

Proposición II

Si se inscribe un pentágono equilátero en un círculo que 
tengo diámetro expresabie, el lodo del pentátgono es la (recta) 
sin rozón expresable ¡lomado menor.

Inscríbase, pues el pentágono equilátero ABrAE en el círcu
lo ABrAE que tiene el diámetro expresable.

Digo que el lado del pentágono es la (recta) sin razón ex
presable llamada menor.

A

Pues tómese el punto Z como centro del círculo y trácense 
AZ, ZB y prolongúense hasta los puntos H. e  y trácese Ar y há
gase ZK igual a la cuarta parte de AZ. Pero AZ es expresable, en
tonces ZK es también expresable. Pero BZ también es expresa- 
ble; entonces la (recta) entera BK es expresable. Y como la 
circunferencia ALH es igual a la circunferencia aaH y en ellas 
ABr es igual a AEA, entonces, el resto TH es igual al resto IIA. 
Luego, si trazamos aa , se concluye que los ángulos correspon
dientes a a son rectos y que LA es el doble de ( A. Por lo mismo 
los (ángulos) correspondientes a M son rectos y AP es el doble 
de TM. Pues bien, como el ángulo aat  es igual al (ángulo) am z  
y el (ángulo) AAT es común a los dos triángulos ArA y AMZ, en
tonces el (ángulo) restante ATA es igual al (ángulo) restante MZA
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|I 32], Luego el triángulo ata es de ángulos iguales a los del 
triángulo AMZ; por tanto, proporcionalmente, como Ar es a LA, 
así MZ a ZA; y (tomando) los dobles de los antecedentes, como 
el doble de Ar es a PA, así el doble de MZ a ZA. Pero como el 
doble de MZ es a ZA, así MZ a la mitad de ZA; entonces también, 
como el doble de Ar es a TA, así MZ a la mitad de ZA. Y (toman
do) la mitad de los consecuentes, como el doble de Ar es a la 
mitad de TA, así MZ a la cuarta parte de ZA. Ahora bien, el doble 
de Ar es Ar; la mitad de TA, TM; y la cuarta parte de ZA, ZK; en
tonces, como Ar es a TM, así MZ a ZK. Y, por composición, 
como la suma de '! ? m n -4 mk a KZ [V 18]; lue
go, como i i ¡ , (M es al cuadrado de
l M. así el cuadrado dt: MK al cuadrado de KZ. Y puesto que, si 
se corta en extrema y media razón la recta que subtiende dos la
dos del pentágono, como Ar, el segmento mayor es igual al lado 
del pentágono, es decir, Ar {XIII 8], mientras que el cuadra
do del segmento mayor añadido a la mitad de la (recta) entera es 

i :c, i i t:... u- h (ív s i entera [XIII 1), y
TM es la mitad dt Ja recta entera Ai, entonces, el cuadrado de
ArM, (tomada) como una s cinco veces el cuadrado
de TM. Peso se ha u. . ¡ que, como el cuadrado de ArM, 
tomada como una recta, es al cuadrado de TM, así el cuadrado de 
MK al de KZ. Entonces, el cuadrado de MK es cinco veces el cua
drado de KZ. Pero el cuadrado de KZ es expresable, porque el 
diámetro es expresable; luego el cuadrado de MK es expresable. 
Por tanto mk ■'-n>v Y I cuádruple de ZK,
ena ; u idrado de BK es vein
ticinco veces el cuadrado de KZ Pero el cuadrado de MK es cin
co veces el cuadrado de KZ. Entonces, el cuadrado de BK es 
cinco veces el cuadrado de km  luego el cuadrado de BK no 
guarda con el cuadrado de KM la razón que un número cuadrado 
guarda con un número cuadrado; por tanto bk es inconmensura
ble en longitud con KM [X 9]. Y cada una de ellas es expresable;

así pues, BK. KM son (rectas) expresables conmensurables sólo 
en cuadrado. Pero si se quita de una recta expresable otra recta 
expresable conmensurable sólo en cuadrado con la (recta) ente
ra. la (recta) restante, sin razón expresable, es una apótoma; por 
tanto MB es una apótoma y MK la adjunta a ella |X 73).

Digo ahora que además MB es la cuarta (apótoma). Sea el 
cuadrado de N igual a aquello en lo que el (cuadrado) de BK es 
mayor que el (cuadrado) de KM; entonces el cuadrado de BK 
es mayor que el cuadrado de KM en el cuadrado de N. Ahora 
bien, como KZ es conmensurable con ZB, también, por compo
sición, KB es conmensurable con ZB (X 15]. Pero BZ es con
mensurable con BW; luego BK también es conmensurable 
con BO ]X 121. Y como el cuadrado de BK es cinco veces el 
cuadrado de KM. entonces el cuadrado de BK guarda con 
el cuadrado de KM la razón que 5 guarda con 1 71. Entonces, 
por conversión, el cuadrado de BK guarda con el cuadrado de N 
la razón que 5 guarda con 4 (V 19 Por.], no la que un (número) 
cuadrado guarda con un (número) cuadrado; entonces BK es in
conmensurable con N |X 9]; luego el cuadrado de BK es mayor 
que el cuadrado de KM en el cuadrado de una (recta) incon
mensurable con ella (BK); y puesto que el cuadrado de la (rec
ta) entera BK es mayor que el cuadrado de la adjunta, KM, en el 
cuadrado de (una recta) inconmensurable con ella (BK), y la 
recta entera, BK, es conmensurable con la recta expresable pro
puesta, B0. entonces MB es una cuarta apótoma |X Ter. Def. 4|. 
Pero el rectángulo comprendido por una recta expresable y una 
cuarta apótoma no tiene razón expresable y el lado del cuadra
do no tiene razón expresable y se llama «menor» [X 94]. Pero 
el cuadrado de AB es igual al rectángulo 0B, BM, porque, si se 
traza A0, el triángulo AB0 es de ángulos iguales a los del 
(triángulo) ABM y como 0B es a b a , así AB a BM.

77 Números en el original.
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Por consiguiente, el lado AB del pentágono es la (recta) sin 
razón expresable llamada menor. Q. E. D.

Proposición 12

Si se inscribe un triángulo equilátero en un círculo, el cua
drado del lado del triángulo es el triple del (cuadrado) del ra
dio del círculo.

Sea ABr el círculo e inscríbase en él el triángulo equilátero 
ABr.

Digo que el cuadrado de un lado del triángulo ABr es el tri
ple del (cuadrado) del radio del círculo ABr.

A

Tómese, pues, A como centro del círculo ABr, y, una vez 
trazada AA prolongúese hasta E y trácese BE. Ahora bien, como 
A B l '  es un triángulo equilátero, entonces la circunferencia BEE 
es la tercera parte de la circunferencia del círculo ABr. Luego 
la circunferencia BE es la sexta parte de la circunferencia del 
círculo. Por tanto, la recta BE e s  (el lado) de un hexágono; así

pues, es igual al radio AE [VI 15 Por.]. Y como AE es el doble 
de aE, el cuadrado de AE es el cuádruple del de EA, es decir 
del de BE. Pero el cuadrado de AE es igual a los cuadrados de 
AB, BE [III 31, I 47] entonces los cuadrados de AB, BE son 
el cuádruple del (cuadrado) de BE. Luego, por separación, el 
(cuadrado) de AB es el triple del de BE. Pero BE es igual a AE; 
por tanto, el cuadrado de AB es el triple del de AE.

Por consiguiente, el cuadrado del lado del triángulo es el 
triple del (cuadrado) del radio [del círculo], Q. E. D.

P roposición 13

Construir una pirámide, envolverla74 en una esfera dada y 
demostrar que el cuadrado del diámetro de la esfera es una 
vez y media el del lado de la pirámide.

Póngase AB como diámetro de la esfera dada y córtese por 
el punto r ,  de modo que A f  sea el doble de TB; descríbase so
bre AB el semicírculo a a b ; trácese TA formando ángulos rectos 
con AB desde el punto r ,  y  trácese AA; póngase el círculo E7.H 

que tenga el radio igual a i r e  inscríbase en el círculo EZH el 
triángulo equilátero EZH [IV 2]; tómese el punto B como cen
tro del círculo [III 1 ]; trácense E0, OZ, 0H; desde el punto 0  le
vántese BK formando ángulos rectos con el plano del círculo 
EZH |XI 12] y quítese de BK la (recta) BK igual a AI', y  trácen
se KE, KZ, KH; ahora bien, como KB forma ángulos rectos con 
el plano del círculo EZH, formará también ángulos rectos 
con todas las rectas que la tocan y  están en el plano del círculo 
EZH [XI Def. 3|. Pero cada una de las rectas 0E, OZ, 0H la toca: *

*74 Traduzco perilantháno por «envolver» para distinguirlo de enf>ráph> 
«inscribir» o perixniphó «circunscribir».



336 ELEMENTOS LIBRO XIII 337

e n to n c e s  0 K  fo rm a  á n g u lo s  re c to s  c o n  c a d a  u n a  d e  la s  ( re c ta s )  

©E, 0 Z , 0 H . Y c o m o  AT e s  ig u a l a  0 K  y rA a  0 E , y c o m p re n d e n

' gofos re c to s , entonces la b-.ise es ir 1 a la base KE 11 4).
. L. n igual a

lu í g< las tres (.rectas) KE, KZ, KH s o n  iguales entre sí. 

Y como ae es el doble de I R entonces AB es el triple de Bf. 
Pero ■!; a b  e>; i i (i .ido de a a  al cuadrado de A r

como se uemostrará enseguida7S. Entonces el cuadrado de a a  

es el triple del cuadrado de Ar. Pero el cuadrado de ZE es tam
bién el triple del cuadrado de E 0  [XIII 12], y Ar es igual a E 0; 

entonces AA es igual a EZ. Ahora bien, se ha demostrado que 
AA es igual a o r ! una de . <■-H; entonces las

75 Se refiere al lema que sigue a la proposición, lema cuya autenticidad se 
pone en duda.

(rectas) F.Z, ZH. HE son iguales a las (rectas) KE. KZ. KH respec
tivamente; luego los cuatro triángulos EZH. KF.Z, KZH, KEH son 
equiláteros. Por tanto, a partir de cuatro triángulos equiláteros, 
se ha construido una pirámide cuya base es el triángulo EZH y 

su vértice el punto K.

Ahora hay que envolverla en la esfera dada y demostrar 
que el cuadrado del diámetro de la esfera es una vez y media el 
del lado de la pirámide.

Prolongúese, pues, la recta 0A  en línea recta con K 0, y há
gase 0A  igual a EB. Y dado que, como AE es a EA, así EA a EB 

1VI 8 Por.] mientras que A r es igual a K 0, E a a 0 E  y I B a ©a , 

entonces como K© es a ©E, así E© a h a ; luego el (rectángulo 
comprendido) por KH, h a  es igual al cuadrado de E© |VI 17]. 
Y cada uno de los ángulos KHE, E©.\ es recto; entonces el se
micírculo descrito sobre k a  pasará también por el (punto) E 

(VI 8; 111 311. Entonces, si permaneciendo fija k a , se hace gi
rar el semicírculo y se vuelve a la posición de donde empezó a 
moverse, pasará también por los puntos Z. H. pues trazadas las 
rectas z a , a h , los ángulos correspondientes a Z, H resultan pa
rejamente rectos; y la pirámide quedará envuelta en la esfera 
dada. Porque KA, el diámetro de la esfera, es igual al diámetro 
AB de la esfera dada, ya que K© se ha hecho igual a AE y ©A a 
EB.

Digo además que el cuadrado del diámetro de la esfera es 
una vez y media el del lado de la pirámide.

Pues como AE es el doble de EB, entonces AB es el triple de 
Br; luego, por conversión, BA es una vez y media AE. Pero 
como BA es a A r, así el cuadrado de BA al de a a . Luego el cua
drado de BA es una vez y media el de a a . Y BA es el diámetro 
de la esfera dada y a a  es igual al lado de la pirámide.

Por consiguiente, el cuadrado del diámetro de la esfera es 
una vez y media el del lado de la pirámide. Q E E>



338 ELEMENTOS

L ema

Hay que demostrar que, como AB es a Br, así el cuadrado 
de AA al cuadrado de ra.

e z

Póngase, pues, la figura del semicírculo, y trácese AB; cons- 
trúyase sobre Ar el cuadrado El' y complétese el paralelogramo 
ZB. Pues bien, dado que, por ser el triángulo AAB de ángulos 
iguales a los de aaí'. como BA es a aa. así aa a Al~ [VI 8; VI 4], 
entonces el (rectángulo comprendido) por BA, AT es igual al 
(cuadrado) de a a  [VI 17[. Y dado que, como AB es a Br, así EB a 
BZ | VI 11 y EB es el (rectángulo comprendido) por BA, Ar —por
que EA es igual a Al'— mientras que BZ es el rectángulo com
prendido) por AI'. I B. entonces, como AB es a BE, así el (rectán
gulo comprendido) por BA. Al' al (rectángulo comprendido) por 
Al'. I B. Ahora bien, el (rectángulo comprendido) por BA, AT es 
igual al cuadrado de aa. mientras que el (rectángulo comprendi
do) por Al', I B es igual al (cuadrado) de Al , porque la perpendi
cular Ar es la media proporcional de los segmentos Ar. IB de la 
base por ser recto el ángulo AAB |VI 8 Por.|. Entonces, como AB 

es a Br. así el cuadrado de a a  al cuadrado de Al . ( J  E I)
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Proposición 14

Construir un octaedro y envolverlo en una esfera como en 
la (proposición) anterior, y demostrar que el cuadrado del 
diámetro de la esfera es el doble del (cuadrado) del lado 
del octaedro.

Póngase el diámetro AB de la esfera dada y divídase en dos 
por el punto r ;  descríbase sobre AB el semicírculo AAB, y trá
cese, desde el punto r, ta formando 
ángulos rectos con AB; trácese AB; 

póngase el cuadrado EZH 0 que tenga 
cada uno de sus lados igual a AB, y 
trácense 9 Z , EH; levántese, a partir 
del punto K, la recta k a  formando án
gulos rectos con el plano del cuadra
do EZH e [XI 12] y prolongúese hacia 
el otro lado del plano como KM, y  de 
las (rectas) k a , k m  quítense respecti
vamente k a , KM iguales a una de las 
(rectas) EK, ZK, HK, 0 K  y trácense AE,

AZ, a h , A 0, ME, MZ, MH, M 0. Como KE es igual a K 0  y el án
gulo EK0 es recto, entonces el (cuadrado) de 0 E  es el doble del 
cuadrado de EK [I 47|. Como, a su vez, AK es igual a KE y el 
ángulo AKE es recto, entonces el cuadrado de EA es el doble 
del cuadrado de EK [id], Pero se ha demostrado que también el 
cuadrado de 0 E  es el doble del cuadrado de EK; entonces 
el cuadrado de AE es igual al cuadrado de E 0; luego AE es igual 
a E 0. Por lo mismo, A 0 es también igual a 0 E ; por tanto, el 
triángulo AE0 es equilátero. De manera semejante demostraría
mos que cada uno de los triángulos restantes cuyas bases son 
los lados del cuadrado EZH0 y  sus vértices los puntos a , M, son
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equiláteros; por tanto, se ha construido un octaedro comprendi
do por ocho triángulos equiláteros.

Ahora hay que envolverlo en la esfera dada y demostrar 
que el cuadrado del diámetro de la esfera es el doble del (cua
drado) del lado del octaedro.

Pues como las tres (rectas) a k , k m , k e  son iguales entre sí, 
entonces el semicírculo descrito sobre AM pasará también por 
el punto E. Y por lo mismo, si, permaneciendo fija AM, se hace 
girar el semicírculo y se vuelve a la misma posición desde 
donde empezó a moverse, pasará también por los puntos z, H, 
0, y el octaedro quedará envuelto en una esfera. Digo además 
que también en la esfera dada. Pues como AK es igual a KM y 
KE es común y comprenden ángulos rectos, entonces, la base 
AE es igual a la base EM |I 4). Y como el ángulo AEM es recto, 
porque está en un semicírculo [III 31], entonces el cuadrado de 
a m  es el doble del cuadrado de AE [I 47]. Como, a su vez, Al" 

es igual a TB, AB es el doble de Br. Pero como AB es a Br, así 
el cuadrado de AB al cuadrado de BA; entonces el cuadrado de 
A B es el doble del cuadrado de BA. Pero se ha demostrado que 
también el cuadrado de AM es el doble del de AE. Y el cuadra
do de AB es igual al cuadrado de AE, porque E© se ha hecho 
igual a AB. Entonces el cuadrado de a b  es igual al cuadrado de 
AM; luego AB es igual a a m . Y AB es el diámetro de la esfera 
dada; por tanto AM es igual al diámetro de la esfera dada.

Por consiguiente, se ha envuelto el octaedro en la esfera 
dada. Y se ha demostrado al mismo tiempo que el cuadra
do del diámetro de la esfera es el doble del (cuadrado) del lado 
del octaedro. Q. E. D.

P roposición 15

Construir un cubo y envolverlo en una esfera como la pirá
mide, y demostrar que el cuadrado del diámetro de la esfera es 
el triple del (cuadrado) del lado del cubo.

Póngase a b  como diámetro de la esfera dada y córtese por 
el punto r de modo q u e  AE sea el doble de TB; descríbase sobre

I: o

AB, el semicírculo ATB; desde el punto l , trácese 1A formando 
ángulos rectos con AB, y trácese AB; póngase el cuadrado EZH© 

que tenga el lado igual a AB, y trácense, desde los puntos E, Z. 

H, 0  las (rectas) EK, ZA, HM, 0 N  formando ángulos rectos con 
el plano del cuadrado EZH 0; y de EK, ZA, HM, ©N quítense res
pectivamente EK, ZA, HM, ©N iguales a una de las (rectas) EZ, 

ZH, H 0, 0 E , y trácense KA, AM, MN, NK; entonces se ha cons
truido el cubo ZN comprendido por seis cuadrados iguales. 
Ahora hay que envolverlo en la esfera dada y demostrar que el 
cuadrado del diámetro de la esfera es el triple del (cuadrado) 
del lado del cubo.

Trácense, pues, KH, EH. Y como el ángulo KEH es recto.

J*
*** '■ ■
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porque KE forma ángulos rectos con el plano EH y, evidente
mente, también con la recta EH [XI Def. 3], entonces el semi
círculo descrito sobre KH pasará por el punto E. Como, a su 
vez, HZ forma ángulos rectos con cada una de las (rectas) ZA, 

ZE, entonces HZ forma ángulos rectos también con el plano ZK; 
de modo que, si trazamos la (recta) ZK, HZ formará también 
ángulos rectos con la (recta) ZK; y por eso, el semicírculo des
crito sobre HK pasará a su vez por el (punto) Z. De manera se
mejante, pasará también por los puntos (angulares) restantes 
del cubo. Kntonces. si. permaneciendo lija KH. se hace girar el 
semicírculo y se vuelve al mismo lugar de donde empezó a 
moverse, el cubo quedará envuelto en la esfera.

Digo además que en la esfeia dada.
Pues como HZ es igual a ZE y el ángulo correspondiente a Z 

es recto, entonces el cuadrado de EH es el doble del de EZ. Pero 
F.Z es igual a EK; entonces el cuadrado de EH es el doble del 
cuadrado de EK; de modo que los cuadrados de HE. EK, es de
cir. el cuadrado de HK |I 47), son el triple del cuadrado de EK.
Y como AB es el triple de Br, mientras que. como AB es a Br, 
así el cuadrado de AB al cuadrado de Ba. entonces el cuadrado 
de AB e s  el triple del cuadrado de Ba . Pero se ha demostrado 
que también el cuadrado de HK es el triple del cuadrado de KE.

Y KF. se  h a  h e c h o  igu al a  AB; lu e g o  KH e s  ta m b ié n  ig u a l a  AB.

Y AB es el diámetro de la esfera dada: por tanto. KH es igual al 
diámetro de la esfera dada.

Por consiguiente, el cubo ha quedado envuelto en la esfera 
dada y se ha demostrado, al mismo tiempo, que el cuadrado 
del diámetro de la esfera es el triple del (cuadrado) del lado del 
cubo. Q E l)

.WiíM,7
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Proposición 16

Construir un icosaedro y envolverlo en una esfera, como 
en las figuras antedichas, y demostrar que el lado del icosae
dro es la (recta) sin razón e.xpresable llamada «menor».

P ó n g a se  AB c o m o  d iá m e tro  d e  la  e s fe ra  d a d a  [v é ase  la f ig u 

ra  d e  la  p ág . 344] y c ó r te se  p o r  e l p u n to  r  d e  m o d o  q u e  AL sea  

e l c u á d ru p le  d e  f'B; d e sc ríb a se  so b re  AB el s e m ic írc u lo  AAB; trá 

c e se  d e sd e  r  la  l ín e a  re c ta  TA q u e  fo rm e  á n g u lo s  re c to s  c o n  AB, 

y trác e se  AB; p ó n g a se  el c írc u lo  EZH0K, c u y o  ra d io  se a  igual a 

AB, e .in s c r íb a s e  e n  e l c írc u lo  EZHOK el p e n tá g o n o  e q u ilá te ro  y
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equiangular EZH0K; divídanse en dos partes iguales las circun
ferencias EZ, ZH, H0, 0K, KE por los puntos A, M, N, 5, O, y trá
cense AM, MN, NE, EO, OA, EO. Entonces, el pentágono AMNEO 

A es también equilátero, y la recta EO es
(el lado) de un decágono. Y desde los 
puntos E, Z, H, 0 , K, levántense las 
rectas En, ZP, HI, 0T, KY que formen 
ángulos rectos con el plano del círculo 
y sean iguales al radio del círculo 
EZH0K; trácense nP, PI, IT , TY, Yrt, 
Í1A, AP, PM, MI, IN, NT, TE, EY, YO, 
orí. Y como cada una de las (rectas) 
En, KY forma ángulos rectos con el 
mismo plano, entonces En es paralela 
a KY [XI 6]. Pero también es igual a 
ella. Y las rectas que unen por los (ex
tremos) del mismo lado a (rectas) 
iguales y paralelas, son también ellas 

mismas iguales y paralelas [I 33], Entonces nY es igual y para
lela a EK. Pero EK es (un lado) del pentágono equilátero; luego 
nY también es (un lado) del pentágono equilátero inscrito en el 
círculo EZH0K. Por lo mismo, cada una de las (rectas) nP, PI, 
IT, TY es (un lado) del pentágono equilátero inscrito en el círcu
lo EZH0K; luego el pentágono nPITY es equilátero. Y como nE 
es (el lado) de un hexágono mientras que EO es (el lado) de un 
decágono, y el ángulo nEO es recto, entonces no es (el lado) de 
un pentágono, porque el cuadrado del lado del pentágono es 
igual al cuadrado del lado del hexágono y el del decágono ins
critos en el mismo círculo [XIII 10]. Por lo mismo, OY es tam
bién un lado del pentágono. Pero nY es también (un lado) del 
pentágono; luego el triángulo riOY es equilátero. Por lo mismo 
cada uno de los (triángulos) I1AP, PMI, INT, TEY es equilátero. Y 
como se ha demostrado que cada una de las (rectas) flA, no es

(un lado) del pentágono, ao también es (un lado) del pentágono, 
entonces el triángulo r iAO es equilátero. Por lo mismo, cada uno 
de los triángulos \PM, MIN. NTE. EYO es equilátero. Tómese el 
punto <l> como centro del círculo EZH0K; y a partir de <t>. levánte
se <Wi formando ángulos rectos con el plano del círculo y pro- 
lónguese hacia el otro lado como 0>H'. y quítese OX, lado del he
xágono, y cada una de las (rectas) OT, XS2, lados del decágono, 
y trácense rií2, nx, Yíi, F.O, ao, a t , 'PM. Ahora bien, como cada 
una de las (rectas) OX, nE forma ángulos rectos con el plano del 
círculo, entonces OX es paralela a riE |XI 6|. Pero también son 
iguales; entonces EO. rix también son iguales y paralelas |l 33|; 
pero EO es (el lado) de un hexágono; entonces nx es también (el 
lado) de un hexágono. Y como nx es (el lado) de un hexágono y 
Xíí (el) de un decágono y el ángulo nxi2 es recto, entonces fui 
es el lado de un pentágono [XIII 1()|. Por lo mismo Yií es tam
bién el (lado) de un pentágono, porque si trazamos OK. XY serán 
también iguales y opuestas, y OK, siendo un radio, es (el lado) 
de un hexágono [IV 15 Por.), entonces XY es (el lado) de un he
xágono. Pero Xií es (el lado) de un decágono, y el ángulo YXÍ2 
es recto, entonces Yíí es (el lado) de un pentágono [XIII 10). 
Pero riY también es de un pentágono; luego el triángulo riYíJ es 
equilátero. Por lo mismo, cada uno de los restantes triángulos 
cuyas bases son las rectas IIP, PI, IT, TY, y su vértice el punto íí 
son equiláteros. Y como OA es a su vez (el lado) de un hexágo
no y <P4' (el) de un decágono y el ángulo AW es recto, entonces 
AH* es (el lado) de un pentágono [XIII 10). Por lo mismo, si tra
zamos MO que es (el lado) de un hexágono, se sigue que MY 
también es el (lado) de un pentágono y AM también es el (lado) 
de un pentágono; luego el triángulo AM>P es equilátero. De ma
nera semejante se demostraría que cada uno de los triángulos 
restantes cuyas bases son MN, NE, EO, OA y su vértice el punto 4* 
son equiláteros. Por tanto, se ha construido un icosaedro com
prendido por veinte triángulos equiláteros.
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Ahora hay que envolverlo en la esfera dada y demostrar 
que el lado del icosaedro es la (recta) sin razón expresable lla
mada «menor».

Pues como <1>X es (el lado) de un hexágono y x t i  de un de
cágono, entonces <M2 se ha cortado en extrema y media razón 
por el (punto) X y <t>X es su segmento mayor [XIII 9]; entonces, 
como í*t> es a <t>x, así <t>x a 4>*P; pero <i>x es igual a <DE y XÍ2 a 
« t^ ; entonces, como Xí2 es a <!>E, así E<t> a y los ángulos 
ti<t>E, E<t>4‘ son rectos; luego, si trazamos la recta Eli, el ángulo 
*EEí2 será recto por la semejanza de los triángulos 4'Eí2, <t>Eí2. 
Por lo mismo, dado que, como Í2<t> es a <DX, así <l>x a Xí2, mien
tras que í24> es igual a VX y 4>X a XII, entonces, como 4*X es a 
xn, así nx a Xi2. Y de nuevo, por la misma razón, si trazamos 
tl'E, el ángulo correspondiente a n será recto [VI 8|; luego el 
semicírculo descrito sobre 4*12 pasará también por n [III 31). Y 
si permaneciendo fija 4'í2, se hace girar el semicírculo y se 
vuelve a la misma posición desde donde empezó a moverse 
pasará también por n y los puntos (angulares) restantes del 
icosaedro; y el icosaedro quedará envuelto en una esfera.

Digo ahora que en la esfera dada.
Divídase, pues, d>X en dos partes iguales por el punto A’. Y 

como la línea recta <t>í2 ha sido cortada en extrema y media ra
zón por el (punto) X y su segmento menor es Í2X, entonces el 
cuadrado de 12X añadido a la mitad del segmento mayor XA' es 
cinco veces el cuadrado de la mitad del segmento mayor [XIII 
3[; entonces el cuadrado de Í2A’ es cinco veces el cuadrado de 
A’X. Ahora bien, Í2T es el doble de i2A' y <t>x el doble de A’X; 
entonces, el cuadrado de í24/ es cinco veces el cuadrado de X<t>. 
Y como AP es el cuádruple de TB, entonces AB es cinco veces 
Br. Pero como AB es a Br. así el cuadrado de AB al cuadrado 
de BA [VI 8; V Def. 9J; luego el cuadrado de AB es cinco veces 
el cuadrado de BA. Pero se ha demostrado que el cuadrado de 
Í24" es cinco veces el cuadrado de <l>x. Y AB es igual a <t>X, por
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que cada una de ellas es igual al radio del círculo EZH©K; en
tonces AB es igual a T i l .  Y AB es el diámetro de la esfera dada; 
luego T i l  es igual al diámetro de la esfera dada. Por tanto, el 
icosaedro queda envuelto en la esfera dada.

Digo ahora que el lado del icosaedro es la (recta) sin razón 
expresable llamada «menor».

Pues como el diámetro de la esfera es expresable y su cua
drado es el quíntuple del radio del círculo EZH0K, entonces el 
radio del círculo EZH6K es expresable, de modo que también 
su diámetro es expresable. Pero si se inscribe un pentágono 
equilátero en un círculo de diámetro expresable, el lado del 
pentágono es la (recta) sin razón expresable llamada «menor» 
[XIII 11). Pero el lado del pentágono es el lado del icosaedro.

Por consiguiente, el lado del icosaedro es la (recta) sin ra
zón expresable llamada «menor».

Porisma:
A partir de esto queda claro que el cuadrado del diámetro 

de la esfera es el quíntuple del (cuadrado del) radio del círculo 
a partir del cual se ha trazado el icosaedro, y que el diámetro de 
la esfera está compuesto por el (lado) del hexágono y dos de 
los (lados) del decágono inscritos en el mismo círculo. Q. E. D.

Proposición 17

Construir un dodecaedro y envolverlo en una esfera como 
en las figuras antedichas, y demostrar que el lado del dode
caedro es la (recta) sin razón expresable llamada apótoma.

Pónganse los dos planos ABrA, TBEZ del cubo antedicho 
formando ángulos rectos entre sí y divídase en dos partes igua
les cada uno de los lados AB, Br, rA, a a , e z , e b , z t  por los 
puntos H, 0, K, A, M, N, E; trácense HK, 0A, M0, NE, y córtese
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cad a  una  de las (rec ta s) NO, OE, en en  ex trem a y m ed ia  razón 
p o r lo s p u n to s P, I ,  T, y sean sus seg m en to s m ayores PO. O I, 
TPI; lev án ten se  d esd e  los pun to s P, I ,  T, las (rec tas) PY. I<t>. TX 
fo rm an d o  án gu lo s rec to s  con  los p lanos del cu b o  hacia  la parte 
e x te r io r del cubo , y  h ág an se  igua les  a PO, o í ,  t u , y trácense  
YB, BX, xr, 1 <t>, <Í>Y.

Digo que el pentágono YBXPt> es equilátero y está en un 
plano y además que es equiangular.

Trácense, pues, PB, IB , <t>B V como la recta NO ha sido cor- 
nedi pu ’to P y PO es el seg-
icc o  ile ON, NP son el triple

üe¡ cuaiir„do de pO (XIII 4J. Pero ON es igual a NB y OP a PY; 
entonces, los cuadrados de BN, NP son el triple del cuadrado de 
PY. Pero el cuadrado de BP "al a los cuadrados de BN, NP
[I 47); entonces, el cuad .iP es el triple del cuadrado de

PY; de modo que los cuadrados de BP. PY son el cuádruple del 
cuadrado de PY. Pero el cuadrado de BY es igual a los cuadra
dos de BP, PY; entonces el cuadrado de BY es el cuádruple del 
cuadrado de YP; luego BY es el doble de PY. Pero <t>Y es tam
bién el doble de YP, porque IP  también es (el doble) de OP, es 
decir de PY. Pintonees BY es igual a Y<t>. De manera semejante 
se demostraría que cada una de las (rectas) BX, xr, l <t> es igual 
a cada una de las (rectas) BY, Y4>. Luego el pentágono BY4>J X 
es equilátero.

Digo ahora que también está en un plano.
Trácese, pues, desde el punto o, la (recta) OH' paralela a 

cada una de las (rectas) PY, I<t> hacia la parte exterior del cubo, 
y trácense *PH, ex.

Digo que H'ex es una recta.
Pues como e i l  ha sido cortada en extrema y media razón 

por T. y su segmento mayor es TIT, entonces, como en es a m , 
así ll l a T e. Pero e i l  es igual a e o .  y I) l a cada una de las (rec
tas) TX, OT; entonces, como e o  es a 0 “P. así X T a Te. Ahora 
bien, 6 0  es paralela a TX, porque cada una de ellas forma án
gulos rectos con el plano BA |XI 6]; y T e  (es paralela) a OH*, 
porque cana una de ellas forma ángulos rectos con el plano BZ 
|id.|. Pero si dos triángulos como Ttx-í, eix, que tienen dos la
dos (de uno) proporcionales a dos lados (del otro), se constru
yen unidos por un ángulo de modo que sus lados correspon
dientes sean paralelos, las restantes rectas estarán en línea 
recta 1VI 32). Entonces 4>e estará en línea recta con ex. Pero 
toda recta está en un plano )X1 1); luego el pentágono YBXT<1> 
está en un plano.

Digo ahora que es equiangular.
Pues como la línea recta NO ha sido corlada en extrema y 

media razón por el (punto) P, y su segmento mayor es OP, y o p  
es igual a O I, entonces N I ha sido cortada en extrema y media 
razón por el (punto) o , y su segmento mayor es NO (Xlll 5);
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luego los (cuadrados) de NI, IO son el triple del cuadrado de 
NO [XIII4J. Pero NO es igual a NB y OI a I<t>; entonces los cua
drados de n i , IO son el triple del cuadrado de NB; de modo 
que los cuadrados de OI, IN, NB son el cuádruple del cuadrado 
de NB. Pero el cuadrado de IB es igual a los cuadrados de IN, 
NB; entonces los cuadrados de BI, IO, es decir, el cuadrado de 
BO (porque el ángulo OBI es recto), son el cuádruple del cua
drado de NB; luego OB es el doble de BN. Pero Br es también el 
doble de BN; entonces BO es igual a Bf\ Ahora bien, como las 
dos rectas BY, YO son iguales a las dos rectas BX, x r  y la base 
BO es igual a la base Br, entonces el ángulo BYO es igual al án
gulo BXr [I 8]. De manera semejante demostraríamos que el 
ángulo Yor es igual al ángulo BXr; entonces los tres ángulos 
BXI , BYO, YOr son iguales entre sí. Pero si tres ángulos de un 
pentágono equilátero son iguales entre sí, el pentágono será 
equiangular |XI1I 7); luego el pentágono BYOI X es equiangu- 
lar; y se ha demostrado que también es equilátero; por tanto, el 
pentágono BYOrx es equilátero y equiangular y está sobre un 
lado, Br, del cubo. Por tanto, si seguimos la misma construc
ción sobre cada uno de los doce lados del cubo, se construirá 
una figura sólida comprendida por doce pentágonos equiláte
ros y equiangulares que se llama dodecaedro.

Ahora hay que envolverlo en la esfera dada y demostrar 
que el lado del dodecaedro es la recta sin razón expresable lla
mada apótoma.

Prolongúese, pues, 4*0 y resulte 4*42: entonces, Oí2 da con el 
diámetro del cubo y se dividen en dos partes iguales una a otra, 
porque esto se ha demostrado en el penúltimo teorema del li
bro XI [XI 38]. Córtense por el punto íi; entonces íl es el cen
tro de la esfera que envuelve el cubo y n o  es la mitad del lado 
del cubo. Trácese ahora Yí2, y como la línea recta NI ha sido 
cortada en extrema y media razón por el punto O y su segmen
to mayor es NO, entonces los cuadrados de NI, IO son el triple



del cuadrado de NO [Xlll 4], Pero N I es igual a 4 'ií, porque 
también NO es igual a  O lí y  f O  a  O I. Pero también O I (es 
igual) a íiY, porque también (es igual) a PO; entonces los cua
drados de ílH', 'f'Y son el triple del cuadrado de NO. Pero el cua
drado de Yíí es igual a los cuadrados de íPP, TY; entonces el 
cuadrado de Yíí es el triple del cuadrado de NO. Pero el cuadra
do del radio de la esfera que envuelve al cubo es también el tri
ple del cuadrado de la mitad del lado del cubo, pues se ha de
mostrado anteriormente cómo construir un cubo y envolverlo 
en una esfera y cómo probar que el cuadrado del diámetro de 
la esfera es el triple del cuadrado del lado del cubo [XIII 15[. 
Y si el todo (es el triple) del todo, también la mitad lo es de la 
mitad; y NO es la mitad del lado del cubo; luego Yíí es igual al 
radio de la esfera que envuelve al cubo. Ahora bien ll es el 
centro de la esfera que envuelve al cubo; entonces el punto Y 
está en la superficie de la esfera. De manera semejante demos
traríamos que cada uno de los restantes ángulos del dodecae
dro están en la superficie de la esfera; por tanto, el dodecaedro 
queda envuelto en la esfera dada.

Digo ahora que el lado del dodecaedro es la recta sin razón 
expresable llamada apótoma.

Pues como, una vez cortada NO en extrema y media razón, 
PO es su segmento mayor y, una vez cortada 0 5  en extrema y 
media razón, O I es su segmento mayor; entonces, si se corta la 
recta entera N5 en extrema y media razón, su segmento mayor 
es PI. Puesto que, como NO es a OP, OP a PN, también lo son 
los dobles, porque las partes guardan la misma razón que sus 
equimúltiplos [V  15], Luego, como N5 es a PI, así p i  a la suma 
de NP, 15. Pero N5 es mayor que PI, entonces P I es mayor que 
la suma de NP, 15 ; entonces N5 ha sido cortada en extrema y 
media razón, y su segmento mayor es PI. Y P I es igual a Y<J>; 
luego, si se corta N5 en extrema y media razón, el segmento 
mayor es YO. Y como el diámetro de la esfera es expresable y
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su cuadrado es el triple del cuadrado del lado del cubo, enton
ces N5, que es el lado del cubo, es expresable. Pero si una línea 
expresable se corta en extrema y media razón, cada uno de los 
segmentos es una recta sin razón expresable (llamada) apóto- 
ma [XIII 6).

Porisma:
A partir de esto queda claro que, si se corta el lado del 

cubo en extrema y media razón, el segmento mayor es el lado 
del dodecaedro. Q. E. D.

Proposición 18

Poner los lados de las cinco figuras y compararlos entre sí.

Póngase el diámetro A B de la esfera dada y córtese por el 
punto r de modo que Ar sea igual a TB, y por el punto A de 
modo que a a  sea el doble de AB; y descríbase sobre a b  el semi
círculo AEB, y a partir de r, A, trácense TE, AZ formando ángu-

H

los rectos con AB, y trácense AZ, ZB, EB. Y como a a  es el doble 
de AB, entonces AB es el triple de BA. Luego, por conversión, 
BA es una vez y media a a . Pero como BA es a a a , así el cuadra
do de BA al cuadrado de AZ [V Def. 9; VI 18]; porque el trián-
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guio AZB es de ángulos iguales a los del triángulo a z a ; enton
ces el cuadrado de BA es una vez y media el cuadrado de AZ. 

Pero el cuadrado del diámetro de la esfera también es una vez y 

media el (cuadrado del) lado de la pirámide [Xlll 3]. Y AB es el 
diámetro de la esfera; luego AZ es igual al lado de la pirámide.

Como a a  es a su vez el doble de AB, entonces AB es el tri
ple de BA. Pero, como AB es a BA, así el cuadrado de AB al cua
drado de BZ [VI 8; V Def. 9]; entonces el cuadrado de AB es el 
triple del cuadrado de BZ. Pero el cuadrado del diámetro de la 
esfera es el triple del lado del cubo [XIII 15]. Y AB es el diá
metro de la esfera; luego BZ es el lado del cubo.

Y como Ar es igual a TB, entonces ab es el doble de Br. 
Pero, como AB es a BP, así el cuadrado de AB al cuadrado de 
BE; entonces el cuadrado de AB es el doble del cuadrado de BE. 
Pero el cuadrado del diámetro de la esfera es también el doble 
del (cuadrado del) lado del octaedro [XIII 14j. Y AB es el diá
metro de la esfera dada; luego BE es el lado del octaedro.

Trácese, pues, desde el punto A, AH formando ángulos rec
tos con a b , y hágase AH igual a AB; trácese H r y, desde 0, trá

cese 0 k  perpendicular a AB. Ahora bien, dado que HA es el do
ble de A r, porque HA es igual a AB; y como HA es a A r, así 0K 
a Kr, entonces 0K es el doble de Kr. Luego el cuadrado de 0K 
es el cuádruple del cuadrado de Kr. Por tanto, los cuadrados de 
©K, K r  que son el cuadrado de ©r, son el quíntuple del cuadra

do de Kr. Pero 0 r  es igual a TB; entonces el cuadrado de Br es 
el quíntuple del cuadrado de TK. Y  como AB es el doble de TB, 
y en ellas a a  es el doble de a b , entonces la (recta) restante BA 

es el doble de la (recta) restante Ar. Luego Br es el triple de TA; 
por tanto, el cuadrado de BP es nueve veces el cuadrado de 

í'A. Pero el cuadrado de Br es el quíntuple del cuadrado de f'K; 

entonces el cuadrado de TK es mayor que el cuadrado de TA. 

Luego TK es mayor que PA. Hágase PA igual a PK y por el (pun
to) a  trácese a m  formando ángulos rectos con AB, y trácese

228. —  12
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MB. Y como el cuadrado de Br es el quíntuple del cuadrado de 
TK y AB es el doble de Br y KA el doble de TK, entonces el cua
drado de AB es el quíntuple del cuadrado de KA. Pero también 
el cuadrado del diámetro de la esfera es el quíntuple del radio 
del círculo a partir del cual se ha construido el icosaedro [XIII 
16 Por.]. Y AB es el diámetro de la esfera; entonces KA es el ra
dio del círculo a partir del cual se ha construido el icosaedro; 
luego KA es un lado del hexágono en el círculo antedicho [IV 
15 Por.]. Y como el diámetro de la esfera está compuesto a 
partir del (lado) del hexágono y dos (lados) de los del decágo
no inscrito en el círculo antedicho, y AB es el diámetro de la 
esfera, mientras que KA es el lado del hexágono y AK es igual a 
AB, entonces cada una de las (rectas) AK, AB es un lado del de
cágono inscrito en el círculo a partir del cual se ha construido 
el icosaedro. Y como AB es un (lado) del decágono y MA del 
hexágono, porque es igual a KA y porque es también igual a 0K 
—pues están a igual distancia del centro— y cada una de las 
(rectas) 0K, KA es el doble de Kr, entonces MB es un lado del 
pentágono [XIII 10]. Y el lado del pentágono es el del icosae
dro [XIII 16]; entonces MB es el lado del icosaedro.

Ahora bien, como ZB es el lado del cubo, córtese en extre
ma y media razón por el punto N y sea NB el segmento mayor, 
entonces NB es un lado del dodecaedro [XIII 17 Por.].

Y como se ha demostrado que el cuadrado del diámetro de 
la esfera es una vez y media el del lado AZ de la pirámide, 
mientras que es el doble del cuadrado del lado BE del octaedro, 
y el triple del cuadrado del lado ZB del cubo, entonces el cua
drado del diámetro de la esfera (tiene) seis partes, de las que el 
(cuadrado del lado) de ¡a pirámide (tiene) cuatro, el del octae
dro, tres y el del cubo dos. Luego el cuadrado del lado de la pi
rámide es cuatro tercios del cuadrado del lado del octaedro y el 
doble del cuadrado del lado del cubo, y el cuadrado del lado 
del octaedro es una vez y media el del lado del cubo. Así pues.
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los lados de las tres figuras antedichas, digo, de la pirámide, del 
octaedro y del cubo, guardan entre sí razones expresables. Pero 
los dos restantes, digo el del icosaedro y el del dodecaedro no 
guardan razones expresables ni entre sí ni con los antedichos, 
porque son, una «menor» [XIII 16] y otra, apótoma [XIII 17].

Demostraremos de la siguiente manera que el lado MB del 
icosaedro es mayor que el (lado) NB del dodecaedro:

Pues como el triángulo ZAB es de ángulos iguales a los del 
triángulo ZAB [VI 8], proporcionalmente, como AB es a BZ, así 
BZ a BA [VI 4[. Y como las tres rectas son proporcionales, 
como la primera es a la tercera, así el cuadrado de la primera al 
cuadrado de la segunda [V Def. 9; VI 20 Por.], entonces, como 
AB es a b a , así el cuadrado de AB al (cuadrado) de BZ; luego, 
por inversión, como AB es a BA, así el cuadrado de ZB al cua
drado de BA. Pero AB es el triple de ba; entonces el cuadrado 
de ZB es el triple del cuadrado de BA. Pero el cuadrado de AA 
es el cuádruple del (cuadrado) de AB, porque aa es el doble de 
AB; entonces el cuadrado de aa es mayor que el cuadrado 
de ZB; luego AA es mayor que ZB; por tanto, aa es mucho ma
yor que ZB. Y si aa  se corta en extrema y media razón, su seg
mento mayor es KA, porque AK es un lado del hexágono y KA 
del decágono [XIII 9]; pero si ZB se corta en extrema y media 
razón, su segmento mayor es NB; entonces KA es mayor que 
NB. Pero KA es igual a AM; luego AM es mayor que NB. Por tan
to, el lado MB que es el (lado) del icosaedro es mucho mayor 
que NB que es el lado del dodecaedro. Q E. D

Digo ahora que, aparte de las cinco figuras antedichas, no 
se construirá otra figura comprendida por (figuras) equiláteras 
y equiangulares iguales entre sí.

Porque no se construye un ángulo sólido con dos triángulos 
o, en absoluto, con dos planos. Sino que el ángulo de la pirá
mide se construye con tres triángulos, el del octaedro con cua
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tro, el del icosaedro con cinco; pero no se construirá un ángulo 
sólido mediante seis triángulos equiláteros y equiangulares 
(colocados) en un sólo punto; porque si el ángulo del triángulo 
equilátero es dos tercios de un recto, los seis serán iguales a 
dos rectos; lo cual es imposible, porque todo ángulo sólido es 
comprendido por menos de cuatro rectos fXl 21]. Por lo mis
mo, tampoco se construye un ángulo sólido con más de seis 
ángulos planos. Y el ángulo del cubo es comprendido por tres 
cuadrados; por cuatro es imposible, porque serán a su vez cua
tro rectos. Y el (ángulo) del dodecaedro es comprendido por 
tres pentágonos equiláteros y equiangulares; por cuatro es im
posible, porque, siendo el ángulo del pentágono equilátero un 
recto más un quinto, los cuatro ángulos serán mayores que 
cuatro rectos; lo cual es imposible. Y un ángulo sólido tampo
co será comprendido por otros polígonos en razón de la misma 
imposibilidad.

Por consiguiente, aparte de las cinco figuras antedichas, no 
se construirá otra figura sólida comprendida por (figuras) equi
láteras y equiangulares. Q. E. D.76.

76 Como ya se ha sugerido en la nota introductoria a la geometría del espa
cio (vid. supra, nota 49), las connotaciones cosmológicas y simbólicas de los 
poliedros regulares, en las tradiciones neoplatónica y neopilagórica, dieron a 
su estudio una coloración especial. Hasta el punto de que el mismo Proclo, 
en su comentario al libro 1 de los Elementos, asegura que un objetivo capital 
de Euclides era precisamente el de cerrar con este broche de oro su composi
ción —la verdad es que Euclides nada deja entrever en tal respecto—. Sea 
como fuere, este colofón del libro XIII, la existencia de justamente cinco po
liedros regulares distintos, no ha dejado de atraer la atención hasta nuestros 
días. En cierto sentido, esta determinación de cinco, ni más ni menos, reviste 
menos importancia que la generación del concepto mismo de regularidad —en 
la que bien pudo desempeñar un papel decisivo la contribución de Teeteto, vid. 
W. C. Waterhouse, «The discovery of the regular solids», Archive for History 
of Exact Sciences 9 (1972), 212-221)—. Por otro lado, según es bien sabido, 
en el resultado de Euclides ha de sobrentenderse que los poliedros regulares en
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L.EMA
Hay que demostrar de la siguiente manera que el ángulo 

del pentágono equilátero y equiangular es un recto más un 
quinto.

Pues sea ABrAE un pentágono equilátero y equiangular y 
circunscríbase en torno a él el círculo ABFAE, y tómese su cen
tro Z; trácense ZA, ZB, zr, ZA, ZE. Entonces dividen en dos par
tes iguales los ángulos correspondientes a a , b, r, a, E del pen-

cueslión son convexos. Pero además de esle supuesto adicional, resultan perti
nentes otras precisiones añadidas a un concepto restringido de convexidad, si 
se quiere salvar esa identificación de cinco y sólo cinco. En nuestro siglo (e. g. 
a partir del estudio enciclopédico de E. Stcin uz , 1916, sobre los poliedros), el 
resultado de Euclides se asume en el contexto de una definición de la regulari
dad en términos de equivalencia bajo simetrías: un poliedro es regular si su 
grupo de simetrías se comporta transitivamente con respecto al triplete com
puesto por los elementos: cara, arista, vértice, todos ellos mutuamente inci 
denles. Vid el informe de B. G rcnbai m, «Regular Polyedra», en I. G rattan- 
Gt iNNtss. (ed.) Componían Encyclopettia of the History atul Philosophy oj the 
Malhematicül Sciences. Londres-Nueva York. 1994; l. 2, 7 2. págs. 866-876 
Por lo demás, tanto el estudio de los poliedros regulares, en general, como la

A

B
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tágono. Y como los cinco ángulos correspondientes a z son 
iguales a cuatro rectos y son iguales, entonces uno de ellos, 
como el AZB, es un recto menos un quinto; luego los restantes 
ángulos ZAB, ABZ son un recto y un quinto. Pero el ángulo ZAB 
es igual al ángulo ZBr; por tanto, el ángulo entero ABr del pen
tágono es un recto y un quinto. Q. E. D

consideración de otras diversas clases de poliedros, siguen siendo temas culti
vados en nuestros días Una muestra de lo primero es la extensión del concep
to de poliedro regular a espacios hiperbólicos y otros espacios n-dimensiona- 
les. e. g. en la línea de H. S. M. C oxf.ter, Regular Rulylupes. Nueva York. 
I97.U. y Regular Cumplex Ruly’upes, Cambridge. 1991 -\ Una muestra de lo 
segundo es la investigación de poliedros isogonales. i c aquellos cuyos vérti
ces son todos dios equivalentes bajo las simetrías del poliedro, c. g. en la lí
nea de B ( íki'nrai'M v (i. C. Shi-.piisri). «Polyhedra with transitivity proper- 
tics». Cumples rendues. Aead. des Sriences. Sor. Ruxale Cunada 6 (1984). 
61-66. Naturalmente, de todo esto no se desprende que Euclides siga siendo 
un geómetra contemporáneo, o que el lenguaje de los Elementos nunca haya 
dejado de ser una lengua matemática viva y de uso obligado. Más bien se des
prende lo contrario. Pero al margen de este punto —que. por cierto, toca un 
tema de palpitante actualidad entre los historiadores de las matemáticas, 
el tema de si hay o no revoluciones científicas y cambios de paradigma en es
tas ciencias, cf. e. g. I) G illiks. ed., Revululiuns in Malhemalics. Oxford, 
1992—. es difícil negarse a reconocer el olfato de los antiguos matemáticos 
griegos para dar con lemas de importancia básica, con cuestiones de perma
nente interés y con objetos capaces de seducir a gentes de diversos tiempos y 
culturas Si estas formas de proyección son una de las marcas de un «autor 
clásico», hay autores clásicos griegos tanto en el campo de las artes y las le
tras como en el campo del conocimiento y del método científico: los hay a pe
sar de ios prejuicios «literarios» que dan en limitar el legado griego al ámbito 
de las humanidades; los hay a pesar de los prejuicios «científicos» que dan en 
suponer que el conocimiento no puede desarrollarse sin matar al padre Eucli
des es un autor clásico
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